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Аннотация:  Используя метод Канторовича - Галеркина находится 

приближенное решение задачи о поперечных колебаниях вязкоупругого 

каната с движущейся границей, лежащего на упругом основании. 

Зависимость силы сопротивления движению каната принимается 

пропорциональной его скорости. Учитывается изгибная жесткость каната.  

Приводятся результаты, полученные для  амплитуды колебаний, 

соответствующих n-ной динамической моде. Исследуется явление 

установившегося резонанса и прохождения через резонанс. Решение 

получено для  наиболее распространенного на практике случая, когда 

внешние возмущения действуют на движущейся границе. 

Ключевые слова: колебания систем с движущимися границами, изгибная 

жесткость, вязкоупругость, упругое основание, сопротивление среды, 

резонансные свойства, амплитуда колебаний.  

 

Системы, границы которых движутся, широко распространены в технике 

(канаты грузоподъемных установок [1-3], гибкие звенья передач [4], 

железнодорожная контактная сеть [5, 6],  ленточные конвейеры [7] и т.д.).  Наличие 

движущихся границ вызывает значительные затруднения при описании таких 

систем. Точные методы решения  ограничены волновым уравнением и сравнительно 

простыми граничными условиями [8-9]. Из приближенных методов наиболее 

эффективен метод Канторовича – Галеркина, описанный в работах [10-12].  Данный 

метод позволяет учитывать действие на систему сил сопротивления среды [13, 19], 

изгибную жесткость [14, 17, 19], вязкоупругие свойства колеблющегося объекта [2, 

14, 15],  а также жесткость подложки [16, 17]. 

Дифференциальное уравнение, описывающее колебания каната, будет иметь 

вид: 

    
2 0( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) 0.tt xx t xxxx xxxxt

EI I k
U x t a U x t U x t U x t U x t U x t

 

   
        

(1) 

Граничные  условия можно записать следующим образом: 
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                                  (0, ) 0; (0, ) 0;xxU t U t                                              (2) 

                     0 0 0( ( ), ) cos ( );U l t t B W t 0( ( ), ) 0.xU l t t 
                                (3) 

Начальные условия на резонансные свойства влияния не оказывают, поэтому 

в данном случае они не рассматриваются. 

В задаче (1) – (3) используются следующие обозначения: 

( , )U x t – поперечное смещение точки каната с координатой х в момент времени t; E – 

модуль упругости материала каната; I – осевой момент инерции сечения каната;   

– параметр, характеризующий вязкоупругость объекта;   – сила сопротивления 

среды, действующая на единицу длины каната при единичной скорости поперечного 

движения; 
0k – жесткость подложки; /a T  – минимальная скорость 

распространения волн, Т – сила натяжения,  – линейная плотность массы каната; 

0 0 0( )l t L v t   – закон движения границы каната; 0L  – начальная длина каната; 

0( )W z – функция класса 
2C ; 0,B  – постоянные величины. 

Введем в задачу (1) – (3) безразмерные переменные: 

0 0
0 0

0

/ ; ; ( , ) ( , ),
L a

x a t U x t Bu
v


     


   


 

и новую функцию ( , ) ( , ),u e V      где 0/ (2 ).      

Тогда задача (1) – (3) примет вид: 

2 2 2 2( , ) ( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( , ) 0;V V V V V                         (4)                   

(0, ) 0; (0, ) 0;V V                                               (5)                                      

( ( ), ) cos ( ); ( ( ), ) 0,V l e W V l

                                    (6) 

где   

2 3
2 2 2 20 0

4 4
; ; ( ) 1 ; ;

EI I
l

a a

  
      

 
       

0 0 0
0 0 0 02

0 0

; ( ) ( ); ; / .
k L a

W W v a
v


     




     


 

Решение задачи (4) – (6) будем вести в безразмерных переменных  в 

соответствии с методикой, изложенной в [10]. 
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Введем обозначения 
2 2 2( )     и 

2 2 2

0 0( ) ( ) ,n n       где 0 ( )n   – 

собственные частоты задачи (4) – (6). 

Из решения задачи: 

2 2

0( , ) ( , ) ( ) ( , ) 0;n n n nX X X             

(0, ) 0; (0, ) 0;n nX X     

( ( ), ) 0; ( ( ), ) 0n nX l X l      

найдем выражение для динамических мод ( , )nX     и функций 0 ( ) :n    

1 2( , ) {sin[ ( ) ] ( ) [ ( ) ]};n n nX A k c sh k         

2 2

0 1 1( ) [ ( ) ( )] 1 [ ( ) ( )] ,n n n n nd d             

где 

1 21/ max{sin[ ( ) ] ( ) [ ( ) ]};n nA k c sh k       

2 2

1 0

1
( ) 1 1 4 ( ) ;

2
nk    


     

2 2

2 0

1
( ) 1 1 4 ( ) ;

2
nk    


    

1
1

2

sin[ ( ) ( )]
( ) ; ( ) ;

[ ( ) ( )] ( )
n n

k l n
c

sh k l l

  
  

  
      

1

2 2

1

1 ( )
( ) .

( ) 1 ( )

n
n

n

d arctg
l

 


   



 

Решение задачи будем искать в виде 

1

( , ) ( ) ( , ),n n

n

V X     




  

где 
0( ) ( ) ( ),n n nA y     а функция ( )ny   удовлетворяет следующему уравнению, 

записанному с точностью до величин порядка 
2 : 

  21

2

02

0

0

( ) ( )
( ) ( ) ( ) cos ( ).

( )

n n

n n n

n

Q
y y e W

A


  

   


                          (7) 
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Производя  вычисления, для функций  
21 0( ),n nQ A  получим: 

21

2 2

1 0

12

0 1

( ) 1 4 ( )
( ) cos[ ( ) ( )];

( ) ( )

n

n

n n

k
Q k l

A

   
  

  

 
  

0 1( ) 1/ ( );n nA A   

2 1
1

2 0

1 sin[2 ( ) ( )]
( ) ( )[1 ( )] .

2 4 ( ) ( )
n n

n

k l
A l c

k

 
  

   
    

Два линейно независимых решения однородного уравнения, 

соответствующего (7), имеют вид: 

1 2( ) ( )cos ( ); ( ) ( )sin ( ),n n n n n ny a w y a w        

где      

0 0

0

( ) 1/ ( ); ( ) ( ) .n n n na w d



         

Амплитуда колебаний, соответствующая n–ой динамической моде, имеет 

следующий вид: 

2 2

2 2

0 0

( ) ( ) ( )cos ( ) ( )sin ( ) ,n n n n n nA E F d F d
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Используя методику, изложенную в [17],  рассмотрим явление 

установившегося резонанса и прохождение через резонанс. 

Установившийся резонанс в рассматриваемой системе наблюдается, если 

1( ) ( ) ,n nW w     

где 1  – постоянная величина. Амплитуда при этом имеет вид 

0

( ) ( ) ( ) .n n nA E F d
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При действии на систему гармонического возмущения с частотой 0 ,   когда 

( )W   , на любой из динамических мод может возникнуть явление прохождения 

через резонанс.  

Точка резонансной области 0 , в которой 0( ) 0,n    приближенно 

определяется по следующей формуле: 

2

0 2 2

1 2
1 .

1 1 4 (1 )
n


 

  

 
   
     

 

Выражение для максимально возможной амплитуды при прохождении через 

резонанс имеет вид:                                               

2 2

1 1

2 2

2 2

1 2 2( , ) ( ) ( )cos ( ) ( )sin ( ) .n n n n n nA E F Ф d F Ф d

 

 

        
     

     
        

   

Для сравнения на рисунке 1 показаны построенные с помощью 

разработанного программного комплекса [18] графики зависимости максимальной 

амплитуды поперечных  колебаний каната от относительной скорости движения 

границы при прохождении через резонанс на первой динамической  моде при 

различных значениях безразмерного коэффициента  , характеризующего 

сопротивление среды  (сверху вниз: 0; 0,01;    0,05; 0,1   ) со следующими 

параметрами модели (безразмерный коэффициент жесткости объекта 0,1  ):  

– безразмерные коэффициенты    и  , характеризующие вязкоупругость и 

жесткость подложки, имеют нулевые значения (рисунок 1,а); 

– безразмерный коэффициент, характеризующий вязкоупругость 0,02  , 

безразмерный коэффициент, характеризующий жесткость подложки 0,03   

(рисунок 1, б). 

        

                    а)                                                                     б) 



XIII Международная научная конференция ''Дифференциальные уравнения и их приложения 

в математическом моделировании'', Саранск, 12-16 июля 2017. 

XIII International scientific conference ''Differential equations and their applications 

in mathematical modeling'', Saransk, July 12-16, 2017. 

 

110 

Рис.1. Графики зависимости максимальной амплитуды колебаний каната от 

относительной скорости движения границы   при различных значениях 

безразмерных коэффициентов, характеризующих сопротивление среды, 

вязкоупругость и жесткость подложки  

Анализ графиков, изображенных на рисунке 1, показывает, что амплитуда 

колебаний при нулевых значениях безразмерных коэффициентов, характеризующих 

сопротивление среды, вязкоупругость и жесткость подложки является оценкой 

сверху для амплитуд колебаний, в случае, когда соответствующие коэффициенты не 

равны нулю. 
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 Transverse vibrations of a viscoelastic rope of 

variable length lying on an elastic base 
 

V.L. Litvinov, V.N. Anisimov, I.V. Korpen, S.N. Kosinova 

Syzran’ Branch of Samara State Technical University  

 

Abstract: Using the Kantorovich-Galerkin method, an approximate solution of 

the problem of transverse vibrations of a viscoelastic rope with a moving 

boundary lying on an elastic base is found. The dependence of the drag force on 

the movement of the rope is assumed to be proportional to its speed. The 

flexural rigidity of the rope is taken into account. The results obtained for the 

amplitude of the oscillations corresponding to the n-th dynamical mode are 

presented. The phenomenon of steady resonance and passage through 

resonance is investigated. The solution is obtained for the most common case in 

practice, when external perturbations act on a moving boundary.  

Keywords: oscillations of systems with moving boundaries, flexural rigidity, 

viscoelasticity, elastic base, medium resistance, resonance properties, vibration 

amplitude. 
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