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Аннотация: Работа посвящена математической постановке задачи термоупру-
гости для биотехнической системы «большеберцовая кость – пластина ТРХ –
винты» и её решению с использованием метода конечных элементов. Биомеха-
ническое исследование биотехнической системы проведено на 10 временных ста-
диях. Оценка полученных максимальных значений эквивалентных напряжений
показывает, что стабильность фиксации сегментарного перелома не нарушается.
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Перелом диафиза большеберцовой кости является одним из самых распространенных
переломов длинных трубчатых костей [1]. Процент выхода на инвалидность после данной
травмы составляет от 7 до 24% [2].

Широко используемым оперативным методом лечения диафизарного перелома боль-
шеберцовой кости является накостный остеосинтез [3]. Во время операции врач производит
разрез мягких тканей и обнажает площадку на поверхности большеберцовой кости, на кото-
рую впоследствии устанавливает фиксаторы. Между площадкой и обтекающим её воздухом
возникает конвективный теплообмен и распределение температуры в большеберцовой кости
становится неравномерным. После установки фиксаторов и ушивания раны распределение
температуры в системе выравнивается и приближается к 37 \circ С только по прошествии опре-
деленного времени, поскольку начальная температура фиксаторов составляет 21\circ С [4].

Вследствие неравномерного распределения температуры возникают температурные на-
пряжения. Учет их влияния необходим для обоснования рационального выбора фиксатора.
В большинстве исследований на данную тему начальная температура большеберцовой кости
до установки металлоконструкции принималась равной 37 \circ С, т.е. наличие конвективного
теплообмена игнорировалось [5, 6]. Однако, учет неравномерного распределения темпера-
туры важен как при математической постановке задачи термоупругости, так и проведении
биомеханического исследования.

Целью работы является математическая постановка задачи термоупругости для био-
технической системы (БТС) «большеберцовая кость – пластина ТРХ – винты» и её решение
с использованием метода конечных элементов.

В системе автоматизированного проектирования SolidWorks построена БТС «больше-
берцовая кость – пластина ТРХ – винты». Она представляет собой трехмерную компьютер-
ную модель сегментарного перелома большеберцовой кости с отломком 50 мм, стабилизация
которого произведена с помощью фиксаторов для накостного остеосинтеза [7].

Постановка задачи термоупругости базируется на следующих предположениях [8]: тем-
пература определяется без учета деформаций тела; деформации малы; материал всегда
везде ведет себя как упругий.
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Уравнение равновесия в напряжениях записывается в следующей форме

(
\partial \sigma ij
\partial xj

) + fi = 0, или \sigma ij,j + fi = 0, (1)

где \sigma ij – тензор напряжений; fi – проекции массовых сил, действующих на единицу объема;
i, j = 1, 2, 3.

Тензор деформации \varepsilon ij и ui – компоненты вектора перемещений \vec{}u(x1, x2, x3) – связаны
соотношениями

\varepsilon ij =
1

2
(
\partial ui
\partial xj

+
\partial uj
\partial xi

), или \varepsilon ij =
1

2
(ui,j + uj,i), (2)

где i, j = 1, 2, 3.
Связь между напряжениями и деформациями задается с помощью закона Дюаме-

ля–Неймана
\sigma ij = \delta ij\lambda \varepsilon kk + 2\mu \varepsilon ij  - \delta ij(3\lambda + 2\mu )\alpha \tau , (3)

где \tau – приращение температуры от температуры T0, при которой тело находится в есте-
ственном (ненапряженном и недеформированном) состоянии

\tau = T  - T0; (4)

\varepsilon kk расшифровывается как
\varepsilon kk = \varepsilon xx + \varepsilon yy + \varepsilon zz; (5)

\lambda , \mu – постоянные Ламе; \delta ij - символ Кронекера; \alpha – температурный коэффициент линейного
расширения; i, j, k = 1, 2, 3.

Постоянные Ламе находятся по следующим формулам

\lambda =
\nu E

(1 + \nu )(1 - 2\nu )
, (6)

\mu =
E

2(1 + \nu )
= G, (7)

Символ Кронекера

\delta ij =

\Biggl\{ 
1, если i = j

0, если i \not = j
i, j = 1, 2, ...n. (8)

Для формулировки граничных условий введем обозначения поверхностей: Sbk – полная
поверхность большеберцовой кости, включая поверхность костномозгового канала; Spz –
поверхность на нижней суставной поверхности большеберцовой кости, по которой произво-
дится закрепление; Spt – поверхность пластины ТРХ; Svn – поверхности винтов.

На поверхности Spz БТС «большеберцовая кость–пластина ТРХ–винты»

ui = 0,\forall xi\in Spz (9)

Проекции вектора поверхностных сил pi равны нулю (свободные от нагрузок поверхно-
сти)

\sigma ijnj = 0,\forall xi\in Sbk \cup Spt \cup Svn \setminus Spz, (10)

где nj – проекции вектора внешней единичной нормали \vec{}n к поверхности Sbk\cup Spt\cup Svn \setminus Spz;
i, j = 1, 2, 3.

Поверхностное распределение температуры задано в виде

T (P, t) = f(P, t), P\in Sbk \cup Spt \cup Svn. (11)

Функция f(P, t) найдена автором ранее в ходе температурного исследования БТС «боль-
шеберцовая кость–пластина ТРХ–винты». Целью работы являлось определение изменения
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распределения температуры в БТС после установки фиксаторов и ушивания раны. Началь-
ная температура металлоконструкции равнялась 21 \circ С. В качестве начальной температуры
большеберцовой кости использовалось распределение температуры, полученное с учетом
возникновения конвективного теплообмена между площадкой на поверхности данной ко-
сти, на которую устанавливаются фиксаторы, и обтекающим её воздухом.

Для решения задачи термоупругости необходимо решить систему уравнений (1), (2)
и (3) совместно с граничными условиями (9), (10) и (11), которые задаются на поверхно-
стях БТС «большеберцовая кость–пластина ТРХ–винты». Аналитическими методами вы-
полнить данное действие сложно, поэтому используются численные методы, а именно метод
конечных элементов. В модуле SolidWorks Simulation построена трехмерная компьютерная
конечно-элементная модель БТС. При этом использована сетка высокого качества, которая
состоит из параболических тетраэдральных твердотельных элементов. Биомеханическое ис-
следование БТС «большеберцовая кость–пластина ТРХ–винты» проведено на 10 времен-
ных стадиях – от 150 до 1500 секунд с шагом 150 секунд. В качестве внешней нагрузки
использовано распределение температуры, полученное в ходе температурного исследова-
ния БТС после установки фиксаторов и ушивания раны. Полученные максимальные зна-
чения эквивалентных напряжений в компонентах БТС – диафизе,эпифизах и метафизах
большеберцовой кости, пластине ТРХ и винтах – на каждой из рассматриваемых стадий
не превышают значений опасных напряжений в материалах данных компонентов. Таким
образом, возникновение температурных напряжений в БТС не приводит к нарушению ста-
бильности фиксации сегментарного перелома.
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Mathematical formulation of a thermoelasticity
problem for a biotechnical system "tibia bone–TRKh

plate–screws"
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Abstract: This study is dedicated to mathematical formulation of the thermoelasticity
problem for the biotechnical system ”tibia bone – TRKh plate – screws” and its
solution using the finite element method.Biomechanical research of biotechnical system
is conducted at 10 different time stages. Evaluation of maximum values of equivalent
stresses is shown that fixation stability of a segmental fracture is not disturbed.
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