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Аннотация: Для рассматриваемого класса однородных динамических систем на
касательных расслоениях к гладким конечномерным многообразиям предъявле-
ны полные наборы тензорных инвариантов – инвариантных дифференциальных
форм. Показана связь между наличием данных инвариантов и полным набором
первых интегралов, необходимых для интегрирования рассмаитриваемых геоде-
зических, потенциальных и диссипативных динамических систем. При этом вво-
димые силовые поля вносят в системы диссипацию разного знака и обобщают
ранее рассмотренные.
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Как известно [1], нахождение достаточного количества тензорных инвариантов
(не только первых интегралов) позволяет точно проинтегрировать систему диффе-
ренциальных уравнений. Например, наличие инвариантной дифференциальной фор-
мы фазового объема позволяет уменьшить количество требуемых первых интегра-
лов. Для консервативных систем этот факт естественен, но для систем, обладаю-
щих притягивающими или отталкивающими предельными множествами, не только
некоторые первые интегралы, но и коэффициенты имеющихся инвариантных диф-
ференциальных форм должны, вообще говоря, включать функции, обладающие су-
щественно особыми точками (см. также [2–4]).

В качестве примеров тензорных инвариантов приведем, прежде всего, скалярные
инварианты – первые интегралы системы. Инвариантные векторные поля – поля сим-
метрий (они коммутируют с векторным полем рассматриваемой системы). Фазовые
потоки систем дифференциальных уравнений, порождаемых этими полями, пере-
водят решения рассматриваемой системы в решения той же системы. Инвариант-
ные внешние дифференциальные формы (поиск которых, в основном, и проведен в
данной работе) порождают интегральные инварианты системы. При этом, очевидно,
само векторное поле рассматриваемой системы является одним из инвариантов (три-
виальный инвариант). Знание тензорных инвариантов системы дифференциальных
уравнений облегчает и ее интегрирование, и качественное исследование. Наш подход
состоит в том, что для точного интегрирования автономной системы из m диффе-
ренциальных уравнений помимо упомянутого тривиального инварианта надо знать
еще m - 1 независимых тензорных инвариантов.

Как показано ранее, задача о движении (n+1)-мерного маятника на обобщенном
сферическом шарнире в неконсервативном поле сил, который можно образно опи-
сать, как «поток набегающей среды, заполняющей объемлющее (n + 1)-мерное про-
странство», приводит к динамической системе на касательном расслоении к n-мерной
сфере, при этом метрика специального вида на ней индуцирована дополнительными
группами симметрий [5, 6]. Динамические системы, описывающие движение такого
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маятника, обладают знакопеременной диссипацией, полный список первых интегра-
лов состоит из функций, имеющих существенно особые точки, выражающихся через
конечную комбинацию элементарных функций. То же фазовое пространство есте-
ственно возникает в задаче о движении точки по n-мерной сфере с индуцирован-
ной метрикой объемлющего (n+ 1)-мерного пространства. Отметим также задачи о
движении точки по более общим n-мерным поверхностям вращения, в пространстве
Лобачевского и т. д.

Важные случаи интегрируемых систем с n степенями свободы в неконсерватив-
ном поле сил рассматривались в других работах автора. Настоящее исследование
распространяет результаты этих работ на более широкий класс динамических си-
стем.

В данной работе для рассматриваемого класса динамических систем предъявле-
ны полные наборы инвариантных дифференциальных форм для однородных систем
на касательных расслоениях к гладким конечномерным многообразиям (об анало-
гичных исследованиях для систем меньшей размерности см. [2,3,5]). Показана связь
между наличием данных инвариантов и полным набором первых интегралов, необхо-
димых для интегрирования геодезических, потенциальных и диссипативных систем.
При этом вводимые силовые поля вносят в системы диссипацию разного знака и
обобщают ранее рассмотренные.

Сначала изучается задача геодезических, включающая, в частности, геодезиче-
ские на сфере и других поверхностях вращения, конечномерного пространства Ло-
бачевского. Указываются достаточные условия интегрируемости уравнений геодези-
ческих. Затем в системы добавляется потенциальное поле сил специального вида,
также указываются достаточные условия интегрируемости рассматриваемых урав-
нений, на классах задач, аналогичных рассмотренным ранее. В заключение строится
усложнение задачи, возникающее в результате добавления неконсервативного поля
сил со знакопеременной диссипацией. Указываются достаточные условия интегриру-
емости.
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Abstract: For the considered class of homogeneous dynamical systems on tangent
bundles to smooth finite-dimensional manifolds, complete sets of tensor invariants, i.
e. invariant differential forms, are presented. The connection between the presence of
these invariants and the full set of the first integrals which necessary for the integration
of the considered geodesic, potential, and dissipative dynamical systems is shown. At
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