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Аннотация: Работа посвящена численным методам решения задачи моделиро-
вания массопереноса двухфазной жидкости в карбонатном коллекторе. Задача
осложнена наличием двух сред, вложенных друг в друга (система трещин и по-
ровая часть коллектора), что усложняет ее численный анализ. Для численного
решения задачи в одномерном случае рассмотрены и реализованы в виде про-
граммного модуля явная и неявная разностные схемы на неравномерной сетке.
Выполнены вычислительные эксперименты, на основе которых проведен сравни-
тельный анализ реализованных методов.

Ключевые слова: математическое моделирование, система уравнений двухфазной
фильтрации, коллектор трещиновато-порового типа, пьезопроводность, двойная
пористость, явные и неявные разностные схемы.

1. Постановка задачи

Применение численных методов для рассматриваемой в данной работе задачи
обуславливается невозможностью решения задачи аналитическим методом [1]. Как
правило, при решении задач с применением численных методов рассматриваются
разные вычислительные алгоритмы с целью определения наиболее эффективного
[2-5]. Задача, представленная в статье, в дальнейшем подразумевает пространствен-
ное моделирование массопереноса, поэтому на первом этапе стоит цель подобрать
наилучший алгоритм для решения в одномерной постановки.

В работе рассматривается фильтрация двухфазной слабо сжимаемой жидкости в
рамках модели двойной пористости в трещиновато-пористой среде [6, 7]. Трещиновато-
пористую среду будем представлять в виде геометрической модели, которая опре-
деляется множеством поровых блоков [8], что необходимо для оценки параметров
системы. Размеры трещин превышают размеры пор в поровой части коллектора, но
при этом объем их значительно меньше, чем в блоках. В связи с этим будем пред-
полагать, что проницаемость трещин превышает проницаемость поровых блоков, а
пористость в системе трещин, наоборот, меньше, чем в поровом коллекторе. Пере-
нос жидкости происходит по трещинам, а поровые блоки только содержат запасы
флюида. Массообмен между системами происходит за счет разности давлений.

Математическое описание изотермического процесса массопереноса представлено
дифференциальными уравнениями второго порядка и состоит из законов сохранения
массы и импульса (закон Дарси).

*Работа выполнена при финансовой поддержке РНФ (грант 21-71-20047).
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Здесь \alpha = f,m, где f – система трещин, m – система матриц, i = o, w, где o –
нефть, w – вода, P f –пластовое давление в сети трещин (Па), Pm – пластовое дав-
ление в матрице (Па), \phi f – пористость в трещинах, \phi m – пористость в матрице, \rho \alpha o –
плотность нефти (г/м3), \rho \alpha w – плотность воды (г/м3), Sfi – насыщенность нефти/воды
в системе трещин, Smi – насыщенность нефти/воды в матрице, U\alpha 

i – скорость течения
нефти/воды, qj – дебит жидкости (м3/сут), q\alpha i – функция перетока между матрицей
и трещинами, \sigma – коэффициент трещиноватой породы (1/м2), k\alpha – абсолютная про-
ницаемость (м2), krw и kro – относительные фазовые проницаемости, \mu o – вязкость
нефти (Па\cdot с), \mu w – вязкость воды (Па\cdot с).

Для поставленной задачи рассматриваются следующие начальные и граничные
условия:

Pm| t=0 = P0, P
f | t=0 = P0, P

f | x=0 = Pw,
\partial P f

\partial x

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
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Для численного решения рассматриваемой системы уравнений двухфазной филь-
трации в коллекторе трещиновато-порового типа применялись два метода IMPES
(неявный по давлению и явный по насыщенности) и IMPIS (неявный по давлению и
неявный по насыщенности) [9].

На первом этапе для решения поставленной задачи проводим расщепление по
физическим процессам, в результате которого получаем систему уравнений для пер-
вого функционального блока по пьезопроводности. Далее система уравнений лине-
аризуется по методу хорд. Полученные дифференциальные уравнения, граничные
и начальные условия аппроксимируются их сеточными аналогами по неявной схе-
ме [10]. В результате аппроксимации получаем систему линейных алгебраических
уравнений, которые сводятся к общему виду:
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\Phi pk =  - F fs  - \tau 
\biggl\{ 
(\rho mw \=\sigma \lambda 

m
w )

s

(\rho fw)(\delta 1f)
\approx 
+

(\rho mo \=\sigma \lambda 
m
o )

s

(\rho fo)(\delta 1f)
\approx 

\biggr\} 
\Phi ms, (7)

Apk =
\tau \Bigl[ 

(\rho fw)(\delta 1f)
\Bigr] \approx 
k

\Biggl\{ 
1

hk - 1/2

\biggl( 
\rho fwk

f

\mu fw

\biggr) s
k - 1/2

kupsrw(k - 1/2)

\Biggr\} 
+

\tau \Bigl[ 
(\rho fo)(\delta 1f)

\Bigr] \approx 
k

\Biggl\{ 
1

hk - 1/2

\biggl( 
\rho fok

f

\mu fo

\biggr) s
k - 1/2

kupsro(k - 1/2)

\Biggr\} 
, (8)

241



XVI Международная научная конференция

«Дифференциальные уравнения и их приложения в математическом моделировании»

Саранск, 17-20 августа 2023 года

Bpk =
\tau \Bigl[ 

(\rho fw)(\delta 1f)
\Bigr] \approx 
k

\Biggl\{ 
1

hk+1/2

\biggl( 
\rho fwk

f

\mu fw

\biggr) s
k+1/2

kupsrw(k+1/2)

\Biggr\} 
+

\tau \Bigl[ 
(\rho fo)(\delta 1f)

\Bigr] \approx 
k

\Biggl\{ 
1

hk+1/2

\biggl( 
\rho fok

f

\mu fo

\biggr) s
k+1/2

kupsro(k+1/2)

\Biggr\} 
,

(9)

Cpk =
(Sfw)

(\delta 1f)\approx 

(\rho fw)(\delta 1f)\approx 

\bigl( \=\phi f\rho fw\bigr) \prime SPf
+

(1 - Sfw)(\delta 1f)\approx 

(\rho fo)(\delta 1f)\approx 

\bigl( \=\phi f\rho fo\bigr) \prime SPf
+

\tau \Bigl[ 
(\rho fw)(\delta 1f)

\Bigr] \approx 
k

\Biggl\{ 
1

hk+ 1
2

\biggl( 
\rho fwk

f

\mu fw

\biggr) s
k+ 1

2

kups
rw(k+ 1

2
)
+

1

hk - 1
2

\biggl( 
\rho fwk

f

\mu fw

\biggr) s
k - 1

2

kups
rw(k - 1

2
)

\Biggr\} 
+

\tau \Bigl[ 
(\rho fo)(\delta 1f)

\Bigr] \approx 
k

\Biggl\{ 
1

hk+ 1
2

\biggl( 
\rho fok

f

\mu fo

\biggr) s
k+ 1

2

kups
ro(k+ 1

2
)
+

1

hk - 1
2

\biggl( 
\rho fok

f

\mu fo

\biggr) s
k - 1

2

kups
ro(k - 1

2
)

\Biggr\} 
+

\Biggl\{ 
\tau 

(\rho fw)(\delta 1f)
\approx (\rho 

m
w \=\sigma \lambda 

m
w )

s(1 - \pi sm)

\Biggr\} 
k

+

\Biggl\{ 
\tau 

(\rho fo)(\delta 1f)
\approx (\rho 

m
o \=\sigma \lambda 

m
o )

s(1 - \pi sm)

\Biggr\} 
k

. (10)

Для решения СЛАУ (6) использовался метод скалярной прогонки. В результате
решения СЛАУ получаем значение давления. Полученные значения давления позво-
ляют перейти к решению второго блока относительно переноса насыщенности.

Принято, что насыщенности воды и нефти в сумме дают единицу, поэтому на-
сыщенность нефти выражается через насыщенность воды и все расчеты проводятся
относительно воды. Далее, аналогично уравнению для пьезопроводности, система
уравнений линеаризуется методом хорд. Полученные дифференциальные уравнения
аппроксимируются их сеточными аналогами по явной и неявной схеме. Получаем
СЛАУ для переноса насыщенностей:
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В сеточных аппроксимациях a\approx значения на неявном слое по времени \^t берутся
на s + 1 уже вычисленной итерации, если они связаны с давлением (P s+1), и s-й
итерации, если они связаны с водонасыщенностью (Ssw), \delta 1 – вес по времени.

Здесь выражение в первой квадратной скобке рассматривается для P f
k > P f

k+1, а
выражение во второй квадратной скобке – для P f

k > P f
k - 1. Очевидно, при достаточно

малых шагах по времени Cf
Swk  - A

f
Swk  - B

f
Swk > 0.

Полученное уравнение аналогично уравнению пьезопроводности решается с по-
мощью скалярной прогонки на каждом временном слое. Приращение давления на
итерации представляется следующим образом:

\delta Pm = \delta Pms+1  - Pms, \delta P f = \delta P fs+1  - P fs. (15)

Проведены вычислительные эксперименты для тестовой задачи. На рис. 1 пред-
ставлены кривые изменение водонасыщенности по пространству при различных зна-
чениях проницаемости, которые показали, что чем проницаемость выше, тем ско-
рость насыщение водой быстрее.

Рис. 1. Изменение водонасыщенности по пространству при различных значениях проницаемости.

2. Сравнение реализованных методов флюидодинамического мо-
делирования в коллекторе трещиновато-порового типа

Неявный метод по сравнению с явным требует дополнительных вычислений и
реализуется сложнее. На каждом слое схема представляет собой систему линейных
уравнений. Правые части этих уравнений известны, поскольку содержат значения
решения с предыдущей итерации. В методе IMPIS при его реализации итерацион-
ный процесс продолжается до тех пор, пока не достигается заданная точность по
насыщенности. При этом требуется меньше вычислительного времени (расчет ведет-
ся с большими временными шагами), даже с учетом того, что уравнения решаются
на каждом временном шаге.

При реализации задачи явным методом (IMPES) требуется вести расчет с малым
шагом по времени, чтобы погрешность результата оставалась ограниченной.

Таким образом, реализовав оба метода для рассматриваемой задачи, авторы при-
шли к выводу, что неявный и явный методы различаются в подходе к выбору времен-
ного шага. В IMPIS методе реализация каждого временного шага требует итераци-
онной сходимости, но мы при этом можем задавать более крупные шаги по времени.
С другой стороны, в IMPES алгоритме каждый временной шаг не обязан сходиться,
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но для того, чтобы решение было точным, приходится выбирать более мелкий шаг
по времени.

В рамках исследования расчеты для явной и неявной схемы проводились с оди-
наковым шагом по времени. В результате расчетов полученные решения при явном
и неявном методах отличались несущественно (рис. 2).

Рис. 2. Изменение насыщенности, рассчитанной по схемам:
1 – неявная, 2 – явная, 2c – симметричная.

Далее были проведены расчеты по симметричной (явно-неявной) схеме. Резуль-
таты симметричной схемы полностью совпали с результатами явной схемы (рис. 2).
Для дальнейших расчетов будет применена симметричная схема, поскольку для нее
область вычислительной устойчивости по сравнению с явной схемой значительно
шире.
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Choice of Methods for Solving the Problem of Fluid
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Abstract: The work is devoted to numerical methods for solving the problem of
modeling the mass transfer of a two-phase fluid in a carbonate reservoir. The problem
is complicated by the presence of two media embedded in each other (a system of
fractures and a pore part of the reservoir), which complicates its numerical analysis.
For the numerical solution of the problem in the one-dimensional case, explicit and
implicit difference schemes on a non-uniform grid are considered and implemented as
a software module. Computational experiments were performed, on the basis of which
a comparative analysis of the implemented methods was carried out.

Keywords: mathematical modeling, system of equations for two-phase filtration, frac-
tured porous reservoir, piezoconductivity and double porosity, explicit and implicit
difference schemes.
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