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Аннотация: В работе исследуется обратная краевая задача с неизвестной правой
частью, зависящей от времени, для псевдогиперболического уравнения третьего
порядка с периодическим и интегральным условиями. Решая исходную обратную
краевую задачу осуществляется переход от исходной обратной задачи к некото-
рой вспомогательной задаче. При помощи принципа сжатых отображений до-
казываются существование и единственность решения вспомогательной задачи.
Далее переход к исходной обратной задаче позволяет сделать вывод о ее разре-
шимости на основе доказанной разрешимости вспомогатальной задачи.
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1. Введение

Задачи, в которых вместе с решением того или иного дифференциального урав-
нения надо определить также коэффициенты самого уравнения, либо же его правую
часть, в математике называют обратными задачами. Если в обратной задаче неиз-
вестными являются решение и правая часть, то такая обратная задача называется
линейной; если же неизвестными являются решение и хотя бы один из коэффициен-
тов, то обратная задача будет нелинейной.

В настоящее время обратные задачи активно развиваются и являются перспек-
тивным разделом современной математики. В последнее время они широко применя-
ются в различных областях науки. Обратные задачи для различных типов диффе-
ренциальных уравнений в частных производных изучались во многих работах. От-
метим работы А.Н. Тихонова [1], М.М. Лаврентьева [2, 3], А.М. Денисова [4], М.И.
Иванчова [5] и их последователей.

Псевдогиперболические уравнения возникают в теории нестационарного течения
вязкого газа при распространении начальных уплотнений в вязком газе [6], в теории
солитонов [7] при описании процесса движения электронов в системе «сверхпроводник-
диэлектрик с туннельной проводимостью-сверхпроводник». Разрешимость обратных
задач в различных постановках с теми или иными условиями переопределения для
псевдогиперболических уравнений была предметом исследования в работах [8-13].

2. Постановка задачи и сведение её к эквивалентной задаче.

Рассмотрим для уравнения

utt(x, t) - \alpha utxx(x, t) - \beta uxx(x, t) = a(t)g(x, t) + f(x, t) (1)
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в области DT = \{ (x, t) : 0 < x < 1, 0 \leq t \leq T\} обратную краевую задачу с начальны-
ми условиями

u(x, 0) = \phi (x), ut(x, 0) = \psi (x) (0 \leq x \leq 1), (2)

периодическим условием

u(0, t) = u(1, t) (0 \leq t \leq T ) , (3)

нелокальным интегральным условием

1\int 
0

u(x, t)dx = 0 (0 \leq t \leq T ) (4)

и дополнительным условием

u(x0, t) = h(t) (0 \leq t \leq T ) , (5)

где x0 \in (0, 1),\alpha > 0, \beta > 0 – заданные числа, f(x, t), g(x, t), \phi (x), \psi (x), h(t) – заданные
функции, а u(x, t) и a(t) – искомые функции.

Введем следущее обозначение \~C2(DT ) = \{ u(x, t) : u(x, t) \in C2(DT ) , utxx(x, t) \in C(DT )\} .

Определение 1. Пару функций \{ u(x, t), a(t)\} , u(x, t) \in \~C2( \=DT ), a(t) \in C[0, T ], удо-
влетворяющих уравнению (1) в DT , условиям (2) в [0, 1] , условиям (3)-(5) в [0, T ] ,
назовем классическим решением обратной краевой задачи (1)-(5).

Теорема 1. Пусть f(x, t) \in C( \=DT ),
1\int 
0

f(x, t)dx = 0 (0 \leq t \leq T ), g(x, t) \in C( \=DT ),

1\int 
0

g(x, t)dx = 0, (0 \leq t \leq T ), \phi (x), \psi (x) \in C[0, 1], h(t) \in C2[0, T ], g(x0, t) \not = 0 (0 \leq t \leq T ),

и выполняются условия согласования:

1\int 
0

\phi (x) dx = 0,

1\int 
0

\psi (x) dx = 0, (6)

\phi (x0) = h (0) , \psi (x0) = h\prime (0) , (7)

Таким образом задача нахождения классического решения задачи (1)-(5) экви-
валентна задаче определения функций u(x, t) \in \~C2( \=DT ) и a(t) \in C[0, T ], из соотно-
шений (1)-(3) и

ux(0, t) = ux(1, t) (0 \leq t \leq T ), (8)

h\prime \prime (t) - \alpha utxx(x0, t) - \beta uxx(x0 , t) == a(t)g(x0, t) + f(x0, t) (0 \leq t \leq T ). (9)

3. О разрешимости обратной краевой задачи.

Очевидно, что система функций

1, \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}\lambda 1x, \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\lambda 1x, ..., \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}\lambda kx, \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\lambda kx, ... (10)
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образует базис в L2(0, 1), где \lambda k = 2k\pi (k = 0, 1, ...). Из этого следует, что для каждого
решения\{ u(x, t) , a(t)\} задачи (1)-(3), (8), (9) первая компонента u(x, t) имеет вид:

u(x, t) =
\infty \sum 
k=0

u1k(t) \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}\lambda kx+
\infty \sum 
k=1

u2k(t) \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\lambda kx (\lambda k = 2\pi k) (11)

где

u10(t) =

1\int 
0

u(x, t)dx, u1k(t) = 2

1\int 
0

u(x, t) \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}\lambda kxdx (k = 1, 2, ...) ,

u2k(t) = 2

1\int 
0

u(x, t) \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\lambda kxdx (k = 1, 2, ...).

Таким образом, применяя формальную схему Фурье, из (1) и (2) имеем:

u\prime \prime 10(t) = F10(t; a) (0 \leq t \leq T ), (12)

u\prime \prime ik(t) + \alpha \lambda 2ku
\prime 
ik(t) + \beta \lambda 2kuik(t) = Fik(t; a) (i = 1, 2; k = 1, 2, ...; 0 \leq t \leq T ), (13)

u10(0) = \phi 10, u
\prime 
10(0) = \psi 10, (14)

uik(0) = \phi ik, u
\prime 
ik(0) = \psi ik (i = 1, 2; k = 1, 2, ...), (15)

где

F1k(t, u) = a(t)g1k(t) + f1k(t), (k = 0, 1, ...) , f10(t) =

1\int 
0

f(x, t)dx ,

g10(t) =

1\int 
0

g(x, t)dx , f1k(t) = 2

1\int 
0

f(x, t) \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}\lambda kxdx \phi 10 =

1\int 
0

\phi (x)dx, \psi 10 = 2

1\int 
0

\psi (x)dx ,

\phi 1k = 2

1\int 
0

\phi (x) \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}\lambda kxdx, \psi 1k = 2

1\int 
0

\psi (x) \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}\lambda kxdx (k = 1, 2, ...),

F2k(t, a) = a(t)g2k(t) + f2k(t), f2k(t) = 2

1\int 
0

f(x, t) \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\lambda kxdx,

g2k(t) = 2

1\int 
0

g(x, t) \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\lambda kxdx (k = 1, 2, ...),

\phi 2k = 2

1\int 
0

\phi (x) \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\lambda kxdx (k = 1, 2, ...) , \psi 2k = 2

1\int 
0

\psi (x) \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\lambda kxdx (k = 1, 2, ...).

Теперь предположим, что
\alpha 2\pi 2

8
 - \beta > 0 .

Решая задачу (12)-(13), находим:

u10(t) = \phi 10 + t \psi 10 +

t\int 
0

(t - \tau )F10(\tau ; a)d\tau (0 \leq t \leq T ), (16)
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uik(t) =
1

\gamma k

\biggl[ 
(\mu 2ke

\mu 1kt  - \mu 1ke
\mu 2kt)\phi ik + (e\mu 2kt  - e\mu 1kt)\psi ik+

+

t\int 
0

Fik(\tau ; a)(e
\mu 2k(t - \tau )  - e\mu 1k(t - \tau ))d\tau 

\right]  (i = 1, 2; k = 1, 2, ...), (17)

где \mu ik =  - \alpha \lambda 
2
k

2
+ ( - 1)i\lambda k

\sqrt{} 
\alpha 2\lambda 2k
4
 - \beta (i = 1, 2), \gamma k = \mu 2k  - \mu 1k = 2\lambda k

\sqrt{} 
\alpha 2\lambda 2k
4
 - \beta 

(k = 1, 2, ...).
Подставляя выражения из (16), (17) в (11), для определения компоненты u(x, t)

решения задачи (1)-(3), (8), (9) получаем:

u(x, t) = \phi 10 + t \psi 10 +

t\int 
0

(t - \tau )F10(\tau ; a)d\tau +

+
\infty \sum 
k=1

\biggl\{ 
1

\gamma k

\biggl[ 
(\mu 2ke

\mu 1kt  - \mu 1ke
\mu 2kt)\phi 1k + (e\mu 2kt  - e\mu 1kt)\psi 1k+

+

t\int 
0

F1k(\tau ; a)(e
\mu 2k(t - \tau )  - e\mu 1k(t - \tau ))d\tau 

\right]  \right\}   \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}\lambda kx+

+
\infty \sum 
k=1

\biggl\{ 
1

\gamma k

\biggl[ 
(\mu 2ke

\mu 1kt  - \mu 1ke
\mu 2kt)\phi 2k + (e\mu 2kt  - e\mu 1kt)\psi 2k+

+

t\int 
0

F2k(\tau ; a)(e
\mu 2k(t - \tau )  - e\mu 1k(t - \tau ))d\tau 

\right]  \right\}   \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\lambda kx. (18)

Из (9), с учетом (17), имеем:

a(t) = [g (x0, t)]
 - 1

\Biggl\{ 
h\prime \prime (t) - f (x0, t) - 

\infty \sum 
k=

1

\gamma k

\bigl[ 
\mu 1k\mu 2k(\mu 1ke

\mu 1kt  - \mu 2ke
\mu 2kt)\phi 1k+

+ (\mu 2
2ke

\mu 2kt  - \mu 2
1ke

\mu 1kt)\psi 1k +

t\int 
0

F2k(\tau ; a)(\mu 
2
2ke

\mu 2k(t - \tau )  - \mu 2
1ke

\mu 1k(t - \tau ))d\tau 

\right]  \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}\lambda kx0+

 - 
\infty \sum 
k=

1

\gamma k

\bigl[ 
\mu 1k\mu 2k(\mu 1ke

\mu 1kt  - \mu 2k e
\mu 2kt)\phi 2 k+ (\mu 2

2ke
\mu 2kt  - \mu 2

1ke
\mu 1kt)\psi 2k

+

t\int 
0

F2k(\tau ; a)(\mu 
2
2ke

\mu 2k(t - \tau )  - \mu 2
1ke

\mu 1k(t - \tau ))d\tau 

\right]  \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\lambda kx0. (19)

Таким образом, решение задачи (1)-(3), (8), (9) сведено к решению системы (18),
(19) относительно неизвестных функций u(x, t) и a(t).

Допустим, что данные задачи (1)-(3), (8), (9) удовлетворяют следующим услови-
ям:
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1. \alpha > 0, \beta > 0,
\alpha 2

8
 - \beta > 0 .

2. \phi (x) \in C2[0, 1], \phi \prime \prime \prime (x) \in L2(0, 1),\phi (0) = \phi (1), \phi \prime (0) = \phi \prime (1), \phi \prime \prime (0) = \phi \prime \prime (1).
3. \psi (x) \in C2[0, 1], \psi \prime \prime \prime (x) \in L2(0, 1) , \psi (0) = \psi (1), \psi \prime (0) = \psi \prime (1), \psi \prime \prime (0) = \psi \prime \prime (1).
4. f(x, t), fx(x, t), fxx(x, t) \in C(DT ), fxxx(x, t) \in L2(DT ), f(0, t) = f(1, t), fx(0, t) =

fx(1, t), fxx(0, t) = fxx(1, t) (0 \leq t \leq T ).
5. g(x, t), gx(x, t), gxx(x, t) \in C(DT ), gxxx(x, t) \in L2(DT ), g(0, t) = g(1, t), gx(0, t) =

gx(1, t), gxx(0, t) = gxx(1, t) (0 \leq t \leq T ).
6. h(t) \in C2[0, T ] , g (x0, t) \not = 0 (0 \leq t \leq T ).

Теорема 2. Пусть выполняются условия 1-6. Тогда задача (1)-(3), (8), (9) имеет
единственное решение.

Из теоремы 2 вытекает однозначная разрешимость задачи (1)-(5) в силу теоремы
1.

Теорема 3. Пусть выполняются все условия теоремы 2,

1\int 
0

f(x, t)dx = 0 ,

1\int 
0

g(x, t)dx = 0 (0 \leq t \leq T )

и выполнены условия согласования (6),(7). Тогда задача (1)-(5) имеет единственное
классическое решение.
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Linear inverse problems for third-order

pseudo-hyperbolic equation with periodic and integral

conditions

R.Sh. Sadikhzada, Y.T. Mehraliyev
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Abstract: In this paper we study an inverse boundary value problem with an unknown
time-depended right hand side for a third-order pseudo-hyperbolic equation with
periodic and integral conditions.When solving the original inverse boundary value
problem, the transition from the original inverse problem to some auxiliary inverse
problem is carried out. The existence and uniqueness of a solution to an auxiliary
problem are proved with the help of contracted mappings. Then the transition to the
original inverse problem is again made, as a result, a conclusion is made about the
solvability of the original inverse problem.

Keywords: inverse boundary value problem, third-order hyperbolic equation, Fourier
method, classical solution.
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