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Аннотация: В статье для решения задачи Коши на прямой для линейного урав-
нения диффузии-теплопроводности с начальными условиями специального вида
получены оценки решения снизу и сверху. С помощью вычислительного экспери-
мента показано, что по прошествии некоторого промежутка времени в качестве
приближённого решения этой задачи можно брать любую из этих оценок.
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1. Введение

Задача Коши для линейного дифференциального уравнения в частных производ-
ных параболического типа на прямой:

\partial u

\partial t
=
\partial 2u

\partial x2
, u(x, 0) = U(x), x \in \BbbR , (1)

находит многочисленные применения в задачах тепломассообмена [1], теории слу-
чайных процессов [2] и. т. д.

Как хорошо известно, для ограниченного начального условия U(x) точное реше-
ние u(x, t) задачи Коши (1) выражается интегралом Пуассона [1]:

u(x, t) =
1

2
\surd 
\pi t

+\infty \int 
 - \infty 

\mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}

\biggl[ 
 - (x - \xi ) 2

4 t

\biggr] 
U(\xi ) d\xi . (2)

Очевидно, что интеграл (2) вычисляется точно далеко не для каждой функ-
ции U(x). Однако часто возникает необходимость знать детали пространственно-
временного поведения функции u(x, t). Ясно, что для того, чтобы получить эту ин-
формацию, кроме условия ограниченности функции U(x) нужно наложить на неё
некие дополнительные условия. В данной работе этими условиями являются требо-
вания неотрицательности и финитности функции U(x).

Далее статья имеет следующую структуру: в разделе 2 выведены двусторонние
оценки для точного решения (2). Раздел 3 посвящён описанию вычислительного экс-
перимента, иллюстрирующего полученные в разделе 2 соотношения. В Заключении
суммированы полученные результаты и обсуждены перспективы дальнейших иссле-
дований.
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2. Вывод основных соотношений

Пусть начальное условие в задаче Коши (1) имеет следующий вид:

U(x) =
n\sum 
i=1

ci Ui(x), n \in \BbbN , (3)

где функции Ui(x) \geq 0 и обладают компактным носителем: suppUi = [ai , bi], причём
bi \leq ai+1, i = 1, n - 1, а постоянные ci > 0.

Подставив сумму (3) в интеграл Пуассона (2), получим:

u(x, t) =
n\sum 
i=1

ci ui(x, t) , (4)

где введены новые неизвестные функции:

ui(x, t) =
1

2
\surd 
\pi t

bi\int 
ai

\mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}

\biggl[ 
 - (x - \xi ) 2

4 t

\biggr] 
Ui(\xi ) d\xi . (5)

Далее, выберем 2n вещественных чисел p\pm i так, чтобы для каждого i = 1, n
выполнялись неравенства 0 < p - i < 1 < p+i , и, кроме того, чтобы сходились все 2n
интегралов по отрезкам [ai , bi] в величинах:

N\pm 
i =

\left(  bi\int 
ai

U
q\pm i
i (x) dx

\right)  1/q\pm i

, q\pm i =
p\pm i

p\pm i  - 1
. (6)

Если все величины (6) конечны, то каждый из интегралов (5) может быть оценен
и сверху — с помощью прямого интегрального неравенства Гëльдера, и снизу — с
помощью обратного интегрального неравенства Гëльдера [3] — следующим образом:

N - 
i v

 - 
i (x, t) \leq ui(x, t) \leq N+

i v
+
i (x, t), i = 1, n, (7)

где

v\pm i (x, t) =
1

2
\surd 
\pi t

\left(  bi\int 
ai

\mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}

\biggl[ 
 - p\pm i

(x - \xi ) 2

4 t

\biggr] 
d\xi 

\right)  1/p\pm i

. (8)

Легко видеть, что с помощью известной функции вероятности ошибок функции
(8) могут быть выражены следующим образом:

v\pm i (x, t) =
1

2
(\pi t)

 - 1

2 q\pm 
i (p\pm i )

 - 1

2 p\pm 
i

\Biggl( 
erf

\Biggl[ \sqrt{} 
p\pm i (x - ai)
2
\surd 
t

\Biggr] 
 - erf

\Biggl[ \sqrt{} 
p\pm i (x - bi)
2
\surd 
t

\Biggr] \Biggr) 1/p\pm i

. (9)

Наконец, умножая каждое из неравенств (7) на константы ci из формулы (3) и
суммируя их по i, получим двусторонние оценки для функции (4):

u - (x, t) \leq u(x, t) \leq u+(x, t) , (10)

где

u\pm (x, t) =
n\sum 
i=1

ciN
\pm 
i v

\pm 
i (x, t) . (11)

199



XVI Международная научная конференция

«Дифференциальные уравнения и их приложения в математическом моделировании»

Саранск, 17-20 августа 2023 года

3. Вычислительный эксперимент

Оценки (9)-(11) даны для различных моментов времени t > 0, поэтому для то-
го, чтобы понять, как ведёт себя неравенство (10) с течением времени, необходимо
провести вычислительный эксперимент.

Положим n = 2, a1 =  - 2, b1 =  - 1, a2 =  - 0.5, b2 = 3, Ui(x) = \theta (x - ai) - \theta (x - bi)
(i = 1, 2; \theta (x) — функция Хевисайда), c1 = 3, c2 = 1, и сформируем по формуле (3) по
этим данным начальное условие к задаче Коши (1). График этой функции приведён
на рис. 1.

Далее, выберем p+1 = p+2 = 2 и p - 1 = p - 2 = 0.5. Графики оценок решения задачи
Коши (1), построенные по формулам (11), приведены на рис. 2-5.

Рис. 1. График начального условия

Рис. 2. Графики оценок решения при t = 0.01

Рис. 3. Графики оценок решения при t = 0.5200
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Рис. 4. Графики оценок решения при t = 1.0

Рис. 5. Графики оценок решения при t = 2.0

На рис. 2-5 сплошной линией показано точное решение задачи Коши (1), соот-
ветствующее начальному условию, график которого приведён на рис. 1. Это точное
решение равно:

u(x, t) =
3

2

\biggl[ 
erf

\biggl( 
x+ 2

2
\surd 
t

\biggr) 
 - erf

\biggl( 
x+ 1

2
\surd 
t

\biggr) \biggr] 
 - 1

2

\biggl[ 
erf

\biggl( 
x+ 1/2

2
\surd 
t

\biggr) 
 - erf

\biggl( 
x - 4

2
\surd 
t

\biggr) \biggr] 
.

(12)
Из рис. 2-5 видно, что с течением времени верхняя и нижняя оценки точного

решения (12) неограниченно сближаются друг с другом, следовательно, при заданной
относительной погрешности приближения \delta существует такое значение времени t\ast ,
что при t > t\ast :

\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}
x\in \BbbR 

u+(x, t) - u - (x, t)
u - (x, t)

< \delta . (13)

Другими словами, формула (13) означает, что при t > t\ast вместо точного решения
(12) можно пользоваться любой из его оценок (11).

201



XVI Международная научная конференция

«Дифференциальные уравнения и их приложения в математическом моделировании»

Саранск, 17-20 августа 2023 года

4. Заключение

Для начального условия вида (3) в работе получены двусторонние оценки (11)
точного решения (2) задачи Коши (1). Для построения этих оценок существенны
величины интегрального характера (6) и значения координат левых ai и правых bi
концов носителей функций Ui(x), но не вся функция (3) в целом.

В результате вычислительного эксперимента выяснено, что при возрастании вре-
мени эти оценки стремятся друг к другу в каждой точке x \in \BbbR , значит, на больших
временах для достижения инженерной точности вместо интеграла Пуассона (2) мож-
но брать любую из оценок (11).

Перспективой развития данной работы является создание вычислительного ком-
плекса в системе компьютерной математики MATLAB с пользовательским интерфей-
сом, написанным в среде GUIDE [4], на основе развитой выше теории. Кроме того,
представляет значительный интерес минимизация функции относительной погреш-
ности приближения (13) по параметрам p\pm i (i = 1, 2, . . . , n) в области применимо-
сти прямого и обратного неравенств Гёльдера при фиксированном значении времени
t > 0 как задача многомерной оптимизации (см. [4] и ссылки там).

Двусторонние оценки (11) могут быть применены к оценке решений задач Коши
для нелинейных дифференциальных уравнений в частных производных, сводящихся
к задаче Коши (1) заменой переменных, реализующейся строго монотонной функци-
ей.

Например, рост приведённой высоты поверхности твёрдого тела с цилиндри-
ческой образующей h(x, t) описывается одномерным уравнением Кардара-Паризи-
Жанга (см. [5] и ссылки там):

\partial h

\partial t
=

1

2

\biggl( 
\partial h

\partial x

\biggr) 2

+
\partial 2h

\partial x2
. (14)

Заменой в виде монотонно возрастающей функции h = 2 \mathrm{l}\mathrm{n}(1+u) уравнение (14)
сводится к одномерному уравнению диффузии-теплопроводности (1).

Наконец, полезно распространить полученные результаты на многомерное урав-
нение теплопроводности. Однако в этом случае аналоги функций (9) будут гораздо
более разнообразными из-за того, что компактные носители функций Ui будут за-
мкнутыми областями в пространствах \BbbR m c m \geq 2.
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one-dimensional heat equation
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Abstract: In the article, to solve the Cauchy problem on a straight line for a linear
diffusion-thermal conductivity equation with initial conditions of a special type, estimates
of this solution are obtained from below and from above. Using a numerical test, it is
shown that after a certain period of time, any of these estimates can be taken as an
approximate solution of this problem.
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