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Аннотация: Предложена и реализована новая модификация метода коллока-
ции для построения решения неоднородного бигармонического уравнения в рам-
ках моделирования напряженно-деформированного состояния тонкой изотроп-
ной пластины. Предложенная модификация основывается на полиномиальной
аппроксимации Чебышева смешанной частной производной искомой функции. В
качестве базисных функций использованы многочлены Чебышева первого рода.
Предложенный метод применен для моделирования изгиба упругой изотропной
пластины, находящейся под действием поперечной нагрузки. Проведен анализ
результатов, полученных методом коллокации с применением интегрального под-
хода и в его отсутствии при использовании нулей многочленов Чебышева первого
рода в качестве точек коллокации.
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1. Введение

Многие конструктивные элементы представляют собой пластины различной фор-
мы и структуры с переменными геометрическими и физико-механическими пара-
метрамии [1]. При описании напряженно-деформированного состояния этих пластин
возникает необходимость решения неоднородного бигармонического уравнения [1–8].
Построение решения этого уравнения вызывает ряд трудностей, оказывающих су-
щественное влияние на обусловленность краевых задач в механике деформируемого
твердого тела и теории упругости и связанных, в частности, порядком уравнения
в частных производных [8]. При этом достижение требуемой степени детализации
области интегрирования предполагает решение систем линейных уравнений очень
высокого порядка с неразреженной матрицей [7]. Одним из перспективных подходов
к решению проблемы является развитие методов полиномиальной аппроксимации.

Представленная работа посвящена построению решения неоднородного бигармо-
нического уравнения с использованием системы ортогональных многочленов Чебы-
шева первого рода в рамках моделирования напряженно-деформированного состоя-
ния тонкой изотропной пластины. Выбор в качестве базисных функций многочленов
Чебышева обусловлен тем, что такое приближение минимизирует количество членов
усеченного ряда, необходимых для аппроксимации решения [9,10]. В представленной
работе предложена и реализована новая модификация метода коллокации на основе
аппроксимации смешанной производной искомой функции с использованием много-
членов Чебышева и выбора в качестве точек коллокации нулей этих многочленов.
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2. Постановка задачи

Рассмотрим задачу моделирования напряженно-деформированного состояния изо-
тропной пластины, защемленной по краям x = 0, x = d1 и y = 0 и свободной на крае
y = d2, которая находится под действием поперечной нагрузки q(x, y). Предполага-
ем, что пластина является тонкой. Для описания изгиба ее срединной поверхности
\omega (x, y) используем бигармоническое уравнение Софи Жермен–Лагранжа, которое
запишем в виде [11]:

\partial 4\omega 

\partial x4
+ 2

\partial 4\omega 

\partial x2\partial y2
+
\partial 4\omega 

\partial y4
=

q

D
, (1)

где D =
Eh3

12(1 - \nu 2)
– цилиндрическая жесткость пластины, h – толщина пластины,

E – модуль Юнга, \nu – коэффициент Пуассона изотропного материала пластины.

3. Построение решения краевой задачи

Для построения решения краевой задачи представляем смешанную производную
функции \omega (x, y) в виде усеченного ряда по полиномам Чебышева первого рода [9]

\{ Tji(xi) = \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}(ji \mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{c}\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}xi), ji = 0, ni\} (2)

по каждой введенной новой переменной xi \in [ - 1, 1] (ni \in \BbbN , i = 1, 2):

x1 =
2

d1
x - 1, x2 =

2

d2
y  - 1. (3)

Записываем уравнение (1) в новых переменых x1 и x2. Последовательно инте-
грируя по переменным x1 и x2 конечную сумму ряда по полиномам Чебышева сме-
шанной производной функции \omega (x, y), восстанавливаем искомую функцию \omega (x, y)
методом коллокации с использованием нулей многочленов Чебышева первого рода
Tni+1(xi) [9] в качестве точек коллокации

xi,ji = \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}

\biggl( 
\pi (2ni  - 2ji + 1)

2(ni + 1)

\biggr) 
, ji = 0, ni, i = 1, 2. (4)

Уравнения коллокации при этом представляем в матричной форме. Для приведе-
ния матрицы системы линейных алгебраических уравнений к разреженной и умень-
шения числа вычислений при ее заполнении применяем свойство конечных сумм
многочленов Чебышева в точках (4) [9]:

ni\sum 
ji=0

Tli(xi,ji)Tqi(xi,ji) = \gamma li\delta li,qi , i = 1, 2,

где \delta li,qi – символ Кронекера, коэффициент \gamma li =
1

2
, если li = 0, иначе \gamma li = 1.

При проведении вычислений используем значения физических параметров из [1, 2]:
d1 = d2 = 10 м, h = 0.1 м, E = 200 ГПа, \nu = 0.28.
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4. Заключение

В работе получено решение задачи моделирования напряженно-деформированного
состояния тонкой изотропной пластины под действием заданной поперечной нагруз-
ки для случая защемления краев этой ластины и свободного края методом коллока-
ции в матричной нотации с использованием предложенного и реализованного инте-
грального подхода. Для верификации полученных результатов проведен ряд вычис-
лительных экспериментов при различных видах закрепления, способах нагружения
и относительных размерах изотропной пластины.
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Abstract: A new modification of the collocation method is proposed and implemented
for constructing a solution to an inhomogeneous biharmonic equation in the framework
of modeling the stress-strain state of a thin isotropic plate. The proposed modification
is based on the Chebyshev polynomial approximation of the mixed partial derivative
of the desired function. Chebyshev polynomials of the first kind are used as basis
functions. The proposed method is used to simulate the bending of an elastic isotropic
plate under the action of a transverse load. An analysis is made of the results obtained
by the collocation method using the integral approach and in its absence when using
the zeros of Chebyshev polynomials of the first kind as collocation points.
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