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Аннотация: Для уравнений газовой динамики в эйлеровых переменных созда-
но семейство двухслойных по времени полностью консервативных разностных
схем (ПКРС) с временными весами, переменными по пространству. Значительное
внимание в работе уделено применению способов конструирования регуляризо-
ванных потоков массы, импульса и внутренней энергии, сохраняющих свойства
ПКРС данного класса на классической задаче Сода, анализу их амплитуды и воз-
можности их использования на неравномерных сетках. Построенная схема имеет
точность второго порядка и реализуется с помощью простых итерационных про-
цессов. Разработанная программа имеет достаточно высокую точность даже на
крупных сетках. Выполнено тестирование классической задачи – задачи Сода
для подтверждения эффективности разработанной схемы и методов.
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1. Полностью консервативная дифференциально разностная схе-
ма

На рис. 1 представлена соответствующая разностная сетка, где \omega – узлы разност-
ной сетки, а \Omega – ячейки. К узлам \omega будем относить термодинамические величины: \rho ,
\varepsilon , P и внутреннюю энергию E = \rho \varepsilon , скорость \vec{}u, объём v и приузловую массу m = \rho v,
а объём V – к ячейкам \Omega .

Рис. 1. Разностная сетка.

Очевидно, что v\omega = \hslash k =
hk+1/2 + hk - 1/2

2
=
hi + hi - 1

2
, V\Omega = hi, \rho \omega =

m\omega 

v\omega 
= \rho k.
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Выпишем полностью консервативную [2] разностную схему (ПКРС) в перемен-
ных Эйлера:

mt =  - \nu DIND\vec{}\mu 
\sim 
D (1)

(mu)t =  - \nu GRAD\sigma \pi 
\sim  - \nu DITD(\vec{}\mu \sim 

D \cdot \vec{}u\sim D) (2)

(m\varepsilon )t =  - 
1

2

\sum 
\Omega (\omega )

(\pi \sim V DIV\sigma \vec{}u
\sim )\Omega  - \nu DIND(\vec{}\mu 

\sim 
ED + \vec{}\chi \sim 

D) (3)

(m
\vec{}u2

2
)t =  - \nu (u\sim , GRAD\sigma \pi 

\sim ) - \nu DIND(\vec{}\mu 
\sim 
D

\vec{}u2\sim D
2

) (4)

Здесь все величины обозначим следующим образом:

\vec{}\mu = \rho \vec{}u, \vec{}\mu E = \varepsilon \vec{}\mu = E\vec{}u, E = \rho \varepsilon , \rho \sim = \rho (\psi \rho ), \psi \rho = const; (5)

M\sim 
D =

1

2

\sum 
\omega (\Omega )

(\rho \omega u\omega )
(0.5), \mu \sim 

D =M\sim 
D  - \nu \sim GRAND\rho 

\sim ; (6)

\pi \sim 
\Omega = P

(0.5)
\Omega  - v\sim uDIV\sigma (\rho \sim u(\psi u)), P\Omega =

1

2

\sum 
\omega (\Omega )

P\omega , \psi u = const; (7)

\vec{}\chi \sim 
D = \{ \vec{}\chi \sim 

\varepsilon D| \vec{}\chi \sim 
ED\} , \vec{}\chi \sim 

\varepsilon D =  - k\varepsilon GRAND\^\varepsilon , \vec{}\chi \sim 
ED =  - kEGRAND

\^E; (8)

M\sim 
ED =

1

2

\sum 
\omega (\Omega )

(E\omega u\omega )
(0.5), \mu \sim 

ED =M\sim 
ED  - \nu \sim EGRAND(\rho 

\sim \varepsilon (\psi \varepsilon )), \psi \varepsilon = const. (9)

На слоях по времени t и \^t = t + \tau (\tau > 0 – шаг по времени) введены разностные
производные по времени и пространственно-точечные временные интреполяции:

ut =
\^a - a
\tau 

, a(\delta ) = \delta a+ (1 - \delta )a.

Здесь интерполяционный вес \delta может связываться с узлами пространственной

сетки \omega , например, по закону: \delta =

\surd 
\^m\surd 

\^m+
\surd 
m
, \psi – постоянные интерполяционные

веса по времени. Таким образом, отметим, что под произвольной интерполяцией по
времени сеточных функций a и \^a между слоями t и \^t будем понимать некоторые
интерполяционные величины a\sim , например, для скорости полагаем u\sim = u(\delta ). В вы-
ражении \Delta \sigma \pi , если узел \omega = \delta \omega – граничный, то добавлено слагаемое \pi \delta \omega на границе
со знаковой функцией S\delta \omega , в зависимости от направления граничной нормали.

Далее для континуальных операций векторного анализа \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{v} \vec{}u, \mathrm{g}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{d} P , \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{v} (\vec{}\mu \cdot \vec{}u)
введены их разностные аналоги:

DIND\vec{}\mu D =
1

v

\sum 
\Omega (\omega )

S\Omega (\omega )\mu D(\Omega ), DIND : (\Omega )\rightarrow (\omega ), (10)

DITD(\vec{}\mu D \cdot \vec{}uD) =
1

v

\sum 
\Omega (\omega )

S\Omega (\omega )\mu D(\Omega )\vec{}uD(\Omega ), DITD : (\Omega )\rightarrow (\omega ), (11)
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GRAND P =
1

V
\Delta \Omega P,\Delta \Omega P =  - 

\sum 
\omega (\Omega )

S\Omega (\omega )P\omega , GRAND : (\omega )\rightarrow (\Omega ), (12)

GRAD\sigma \pi =
1

v
\Delta \sigma \pi ,\Delta \sigma \pi =

\sum 
\omega (\Omega )

S\Omega (\omega )\pi \omega + S\delta \omega \pi \delta \omega , GRAD\sigma : (\Omega )\rightarrow (\omega ), (13)

DIV\sigma \vec{}u =  - 1

V

\sum 
\omega (\Omega )

S\Omega (\omega )u\omega , DIV\sigma : (\omega )\rightarrow (\Omega ). (14)

2. Задача Сода

Для тестирования построенной схемы выполнены расчёты классической задачи
Сода (Sod problem) о распаде произвольного разрыва. В таблице 1 представлены
начальные условия этой задачи. За систему единиц измерения в расчетах принята
СИ. Показатель адиабаты \gamma = 1.4.

Таблица 1. Начальные условия в задаче Сода

Левая область Правая область

\rho u P \rho u P

1.0 0.0 1.0 0.125 0.0 0.1

На рис. 2 показаны профили плотности задачи Сода в момент T = 2.0 с.

Рис. 2. Профиль плотности в момент T = 2.0 с.

На рис. 2 наряду с аналитическим решением (синяя линия), приводятся числен-
ные решения на равномерной сетке (красный пунктир) и на неравномерной сетке
(зелёная прерывистая линия).
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Application of viscous-filled nodal completely

sonservative difference schemes to the gas dynamics

equations in Euler variables on the Soda problem
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Abstract: For the equations of gas dynamics in Euler variables, a family of two-
layer time-dependent completely conservative difference schemes (CCDS) with time
weights defined in space is created. Considerable attention is paid to the application
of methods of constructing regularized flows of mass, momentum and internal energy
preserving the properties of CCDS of this class on the classical Sod problem, to the
analysis of their amplitude and the possibility of their use on non-uniform meshes.
The constructed scheme has second-order accuracy and is realized by simple iterative
processes. Methods and programs based on the constructed scheme for shock wave
tube problems are developed. The developed program has high accuracy, even with
large meshes. Testing of the classical Soda problem is performed to confirm the
effectiveness of the developed scheme and methods.

Keywords: Completely conservative difference scheme, method of reference operators,
gas dynamics, Sod problem.
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