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Аннотация: В статье исследуются области абсолютной устойчивости явных ме-
тодов семейства Рунге-Кутты для задачи Далквиста. Область абсолютной устой-
чивости позволяет получить оценку шага интегрирования, которая дает возмож-
ность использовать явные методы для решения ряда жестких начальных задач
без существенного возрастания погрешности. Также в статье построены области
абсолютной устойчивости для задачи Далквиста, преобразованной к наилучшему
аргументу и его экспоненциальной модификации. Полученные результаты хоро-
шо согласуются с уже имеющимися теоретическими исследованиями.

Ключевые слова: область абсолютной устойчивости, явные методы семейства
Рунге-Кутты, задача Далквиста, метод продолжения решения, наилучший ар-
гумент, экспоненциальный наилучший аргумент.

1. Области абсолютной устойчивости явных методов семейства
Рунге-Кутты

Рассмотрим задачу Коши для уравнения

dy

dt
= f(t, y) (1)

с начальным условием
y(t0) = y0. (2)

В данной задаче y(t) – искомая функция аргумента t \in [t0, T ], T – заданная правая
граница отрезка изменения аргумента задачи, y0 – значение функции y(t) при t = t0.

Подобными задачами моделируются многие явления и процессы в области фи-
зики, механики, экономики и биологии. При этом в большинстве случаев задача
(1)-(2) не допускает аналитического решения. В этом случае используются числен-
ные методы решения задачи Коши, например одношаговые явные методы семейства
Рунге-Кутты.

1.1. Явные методы семейства Рунге-Кутты

Разобьем интервал изменения аргумента t на n частей, в общем случае перемен-
ной длины:

t0 < t1 < t2 < \cdot \cdot \cdot < tk < \cdot \cdot \cdot < tn = T.

Пусть известно решение задачи yk в узле tk и необходимо найти решение в следующем
узле.
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К. Рунге предложил вычисление приближенного решения yk+1 в виде линейной
комбинации [1, с. 56–64]

yk+1 = yk + pq1K1 + pq2K2 + \cdot \cdot \cdot + pqqKq,

K1 = hf(tk, yk), K2 = hf(tk + \alpha 2h, yk + \beta 21K1), (3)
...

Kq = hf(tk + \alpha qh, yk + \beta q1K1 + \cdot \cdot \cdot + \beta q(q - 1)Kq - 1).

Здесь числа \alpha 2, . . . , \alpha q, \beta 21, . . . , \beta q(q - 1) и pq1, . . . , pqq – настраиваемые параметры.
Семейство методов (3) называется семейством одношаговых явных q-стадийных

методов Рунге-Кутты. Для многих начальных задач явные методы Рунге-Кутты поз-
воляют получить решение приемлемой точности. Но для класса задач, называемых
жесткими, данные методы малоприменимы из-за неконтролируемого роста погреш-
ности при их использовании. По этой причине для жестких начальных задач особое
значение приобретает понятие устойчивости метода решения.

1.2. Абсолютная устойчивость явных методов семейства Рунге-Кутты.

Задача Далквиста

Анализ устойчивости численного метода для исходной задачи (1)-(2) может быть
трудоемким, в особенности, если рассматривается система дифференциальных урав-
нений. Воспользуемся линеаризацией исходной задачи [3, с. 25–27]. Пусть известно
решение y = \varphi (t) задачи (1)-(2). Разложим в ряд Тейлора правую часть уравнения
(1) в окрестности известного решения:

dy

dt
= f

\Bigl( 
t, \varphi 
\bigl( 
t
\bigr) \Bigr) 

+
\partial f

\partial y

\Bigl( 
t, \varphi 
\bigl( 
t
\bigr) \Bigr) \Bigl( 

y - \varphi 
\bigl( 
t
\bigr) \Bigr) 

+
1

2
\cdot \partial 

2f

\partial y2

\Bigl( 
t, \varphi 
\bigl( 
t
\bigr) \Bigr) \Bigl( 

y - \varphi 
\bigl( 
t
\bigr) \Bigr) 2

+o

\biggl( \Bigl( 
y - \varphi 

\bigl( 
t
\bigr) \Bigr) 2\biggr) 

.

Вводя замену
y = Y + \varphi 

\bigl( 
t
\bigr) 
,

получим уравнение

dY

dt
=
\partial f

\partial y

\Bigl( 
t, \varphi 
\bigl( 
t
\bigr) \Bigr) 
Y +

1

2
\cdot \partial 

2f

\partial y2

\Bigl( 
t, \varphi 
\bigl( 
t
\bigr) \Bigr) 
Y 2 + o

\Bigl( 
Y 2
\Bigr) 
.

Если погрешность численного решения достаточно мала, то для исследования устой-
чивости численного метода в окрестности каждой точки интегральной кривой можно
заменить исходную задачу (1)-(2) на задачу Коши для линейного уравнения

dy

dt
= ay (4)

с начальным условием (2), где параметр a является заданным, в общем случае ком-
плексным, числом. Применительно к исходной задаче (1)-(2) параметр a равняется

значению производной
\partial f

\partial y
в рассматриваемой точке интегральной кривой.

Задача (4), (2) называется задачей Далквиста и является тестовой для определе-
ния областей устойчивости численных методов.

Все явные методы семейства Рунге-Кутты для задачи Далквиста могут быть
записаны в виде

yk+1 = R(z)yk, z = ah.
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Функция R(z) называется функцией устойчивости. Метод называется абсолютно
устойчивым для z \in \BbbC , если для этого z выполняется условие [3, с. 26]

| R(z)| \leq 1. (5)

В частности, из условия (5) следует, что | yk+1| \leq | yk| , т. е. погрешность численного
решения не растет. Для жестких начальных задач это условие является ключевым
при выборе метода решения.

В монографии Э. Хайрера и Г. Ваннера [3, с. 27] для задачи Далквиста найдена
общая формула для функции устойчивости R(z). Доказана

Теорема 1. Если метод Рунге-Кутты имеет порядок p, то

R(z) = 1 + z +
z2

2!
+ \cdot \cdot \cdot + zp

p!
+O(zp+1).

Используя теорему 1 можно доказать следующие следствия.
Рассмотрим явный метод Рунге-Кутты первого порядка точности (явный метод

Эйлера), который, в общем случае для задачи (1)-(2), имеет вид [1, с. 58]

yk+1 = yk + hf(tk, yk). (6)

Следствие 1. Область абсолютной устойчивости явного метода Рунге-Кутты
первого порядка точности (явного метода Эйлера) вида (6) для задачи Далквиста
(4), (2) задается неравенством

| 1 + ha| < 1. (7)

При действительных значениях параметра a неравенство (7) дает ограничение на
шаг интегрирования

| h| \leq 2

| a| 
(8)

при условии ah \leq 0. При комплексных значениях параметра a, т. е. при a = \alpha +
i\beta , \alpha , \beta \in \BbbR , неравенство (7) задает на комплексной плоскости круг единичного
радиуса

(\alpha h+ 1)2 + (\beta h) \leq 1.

Рассмотрим явный метод Рунге-Кутты второго порядка точности (явный метод
Эйлера-Коши), который, в общем случае для задачи (1)-(2), имеет вид [1, с. 59]

yk+1 = yk +
1

2
(K1 +K2) , K1 = hf(tk, yk), K2 = hf(tk + h, yk +K1). (9)

Следствие 2. Область абсолютной устойчивости явного метода Рунге-Кутты
второго порядка точности (явного метода Эйлера-Коши) вида (9) для задачи Дал-
квиста (4), (2) задается неравенством\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 1 + ah+ a2

h2

2

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \leq 1. (10)

При действительных значениях параметра a неравенство (10) дает ограничение
на шаг интегрирования (8) при условии ah \leq 0. При комплексных значениях пара-
метра a, т. е. при a = \alpha + i\beta , \alpha , \beta \in \BbbR , неравенство (10) задает на комплексной
плоскости область\biggl( 

1 + \alpha h+ \alpha 2h
2

2
 - \beta 2h

2

2

\biggr) 2

+
\bigl( 
\beta h+ \alpha \beta h2

\bigr) 2 \leq 1.
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Полученные области абсолютной устойчивости изображены на рис. 1 (меньшие
по площади из областей на соответствующих рисунках). Отметим, что из теоремы 1
также следует инвариантность области абсолютной устойчивости для всех методов
семейства Рунге-Кутты одного порядка точности.

а) б)

Рис. 1. Область абсолютной устойчивости для задачи Далквиста:
a) явный метод Эйлера, б) явный метод Эйлера-Коши

2. Применение наилучшего аргумента

В монографии В.И. Шалашилина и Е.Б. Кузнецова [3, с. 50–53] доказано, что при
использовании наилучшего аргумента \lambda , отсчитываемого вдоль интегральной кри-
вой рассматриваемой задачи Коши, область абсолютной устойчивости явной схемы
Эйлера расширяется.

Для задачи Далквиста (4), (2) наилучший аргумент \lambda удовлетворяет соотноше-
нию

(d\lambda )2 = (dy)2 + (dt)2 . (11)

Преобразовав к аргументу (11) уравнение (4), получим систему уравнений

dy

d\lambda 
=

ay\sqrt{} 
1 + | ay| 2

,
dt

d\lambda 
=

1\sqrt{} 
1 + | ay| 2

. (12)

Начальные условия для системы (12) примут вид

y(0) = y0, t(0) = t0. (13)

Обобщим теорему 1 на преобразованную задачу (12)-(13).

Теорема 2. Если метод Рунге-Кутты имеет порядок p, то его функция устойчи-
вости в окрестности каждой точки интегральной кривой преобразованной задачи
(12)-(13) имеет вид

R(u) = 1 + u+
u2

2!
+ \cdot \cdot \cdot + up

p!
+O(up+1),
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где u =
ah\bigl( 

1 + | ayk| 2
\bigr) 3/2 , yk = \varphi (\lambda k),M(tk, yk) – рассматриваемая точка интегральной

кривой.
Используя теорему 2, докажем аналоги следствий 1 и 2 для преобразованной

задачи Далквиста (12)-(13).

Следствие 3. Область абсолютной устойчивости явного метода Рунге-Кутты
первого порядка точности (явного метода Эйлера) вида (6) для преобразованной
задачи Далквиста (12)-(13) в окрестности каждой точки интегральной кривой за-
дается неравенством \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 1 + h

a\bigl( 
1 + | ayk| 2

\bigr) 3/2
\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \leq 1. (14)

При действительных значениях параметра a неравенство (14) дает ограничение на
шаг интегрирования

| h| \leq 
2
\bigl( 
1 + | ayk| 2

\bigr) 3/2
| a| 

, (15)

при условии ah \leq 0. При комплексных значениях параметра a, т. е. при a = \alpha + i\beta ,

\alpha , \beta \in \BbbR , неравенство (14) задает круг радиуса \rho =
\bigl( 
1 + | ayk| 2

\bigr) 3/2
с центром в

точке O1 ( - \rho , 0):
(\alpha h+ \rho )2 + (\beta h)2 \leq \rho 2.

Следствие 4. Область абсолютной устойчивости явного метода Рунге-Кутты
второго порядка точности (явного метода Эйлера-Коши) вида (9) для преобразо-
ванной задачи Далквиста (12)-(13) в окрестности каждой точки интегральной
кривой задается неравенством\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 1 + h

a\bigl( 
1 + | ayk| 2

\bigr) 3/2 +
a2\bigl( 

1 + | ayk| 2
\bigr) 3 h22

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \leq 1. (16)

При действительных значениях параметра a неравенство (16) дает ограничение
на шаг интегрирования (15) при условии ah \leq 0. При комплексных значениях пара-
метра a, т. е. при a = \alpha + i\beta , \alpha , \beta \in \BbbR , неравенство (16) задает на комплексной
плоскости область\biggl( 

\rho 2 + \rho \alpha h+ \alpha 2h
2

2
 - \beta 2h

2

2

\biggr) 2

+
\bigl( 
\rho \beta h+ \alpha \beta h2

\bigr) 2 \leq \rho 4.

Полученные области абсолютной устойчивости для преобразованной задачи Дал-
квиста изображены на рис. 1 (большие по площади из областей на соответствующих
рисунках) при \rho = 2. Как видно из рис. 1, область абсолютной устойчивости для
задачи (12)-(13) совпадает с областью абсолютной устойчивости для задачи (4), (2)
только при a = 0 или yk = 0. В остальных случаях область устойчивости преоб-
разованной задачи Далквиста превосходит по размерам область исходной задачи,
занимая всю левую полуплоскость при ayk \rightarrow \infty .
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3. Применение модифицированного наилучшего аргумента

Помимо наилучшего аргумента \lambda , в работах авторов [4, 5] для решения сверх-
жестких задач предложено использовать экспоненциальный наилучший аргумент

(d\kappa )2 = (dy)2 + \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}( - 2\xi t) \cdot (dt)2 . (17)

Задача Далквиста (4), (2), преобразованная к экспоненциальному наилучшему
аргументу (17) примет вид

dy

d\kappa 
=

ay \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p} (\xi t)\sqrt{} 
1 + a2y2 \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p} (2\xi t)

,
dt

d\kappa 
=

\mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p} (\xi t)\sqrt{} 
1 + a2y2 \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p} (2\xi t)

, (18)

а начальные условия для нее запишутся в форме (13).
Для задачи (18), (13) доказана следующая

Теорема 3. При значениях параметра \xi , удовлетворяющих условию

a \cdot \xi \leq 0,

область абсолютной устойчивости явного метода Рунге-Кутты первого порядка
точности (явного метода Эйлера) вида (6) для преобразованной к экспоненциаль-
ному наилучшему аргументу \kappa задачи Далквиста (18), (13) в окрестности каждой
точки интегральной кривой задается неравенством\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 1 + 1

2

\mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p} (\xi tm)

(1 + a2y2m \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p} (2\xi tm))3/2
hD\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \leq 1, (19)

где

D\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x} =

\left\{         
D1, a+ \xi \geq  - 2(1 + a2y2m \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p} (2\xi tm))

3/2

h \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p} (\xi tm)
,

D2, a+ \xi <  - 2(1 + a2y2m \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p} (2\xi tm))
3/2

h \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p} (\xi tm)
,

D1 = a+ \xi +
\sqrt{} 

(a - \xi )2  - 4a3\xi y2m \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p} (2\xi tm),

D2 = a+ \xi  - 
\sqrt{} 

(a - \xi )2  - 4a3\xi y2m \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p} (2\xi tm).

При действительных значениях параметра a неравенство (19) дает ограничение на
шаг интегрирования

| h| \leq 4 (1 + a2y2m \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p} (2\xi tm))
3/2

| D\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}| \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p} (\xi tm)
при условии aD\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x} \leq 0.

Справедливо следующее следствие теоремы 3.

Следствие 5. При значении параметра \xi =  - a условие абсолютной устойчивости
явного метода Эйлера вида (6) для задачи (18), (13) принимает форму

| h| \leq 2 [\mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p} (atm) + a2y2m \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p} ( - atm)]
| a| 

. (20)

Данное следствие показывает, что при достаточно больших значениях a ограниче-
ние (20) позволяет увеличить размер шага интегрирования без потери устойчивости
метода.
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Absolute stability domains of explicit methods of the

Runge-Kutta family for the Dahlquist problem

transformed to the best argument and its modifications

E.B. Kuznetsov1, S.S. Leonov1, 2, E.D. Tsapko1

Moscow Aviation Institute1, RUDN University2

Abstract: The paper investigates the absolute stability domains of explicit methods of
the Runge-Kutta family for the Dahlquist problem. The domain of absolute stability
allows us to obtain an estimate of the step size of integration, which enables using
explicit methods to get an approximate solution for a number of stiff initial problems
without a significant increase in error. Also, the absolute stability domains for the
Dahlquist problem transformed to the best argument and its modification constructed
in the paper. The obtained results are in good agreement with existing theoretical
researches.

Keywords: absolute stability domain, explicit Runge-Kutta methods, the Dahlquist
problem, solution continuation method, the best argument, exponential best argument.
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