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Аннотация: Рассматриваются вопросы моделирования и идентификации пара-
метров для формаций с распределенными характеристиками. Дано развитие ме-
тодов построения точных решений нелинейных систем типа реакции-диффузии,
которые можно использовать для моделирования распределенных формаций.
Предложено использовать био-инспирированные алгоритмы для решения задач
идентификации параметров формаций с распределенными характеристиками.

Ключевые слова: уравнения параболического типа, точные решения, математиче-
ское моделирование формаций, идентификация параметров, мониторинг полей.

1. Введение

В последнее десятилетие происходит быстрое развитие таких новых типов управ-
ляемых систем, как беспилотные летательные аппараты, автономные подводные ро-
боты и другие системы взаимодействующих динамических объектов, образующих
движущиеся формации [1]. Они находят применение во многих областях техники.
При этом наблюдается тенденция к миниатюризации подвижных объектов, необхо-
димость их организации в рои или стаи, включающие очень большое число объектов,
что неизбежно приведет к появлению описания их моделей в терминах макропара-
метров (таких, как плотности, концентрации и т. п.), аналогично тому, как это про-
исходило на этапе становления гидро- и газодинамики, термодинамики, химической
кинетики и т. д. Математические модели такого рода систем с распределенными па-
раметрами обычно описываются системами дифференциальных уравнений в част-
ных производных. Дифференциальные уравнения в частных производных начали
использоваться при моделировании движения формаций подвижных объектов с рас-
пределенными характеристиками. В [2] приводится одномерное уравнение в частных
производных Фоккера-Планка, описывающее диффузию плотности агентов. Здесь
же указано также, что для описания изменения плотности роя используют линей-
ное одномерное уравнение реакции-диффузии. В [3] для моделирования формации с
управлением по принципу отклонения от движения лидера применялось одномерное
уравнение параболического типа.

Ранее авторами была предложена [4] математическая модель процесса распро-
странения двух взаимодействующих распределенных формаций роботов с некоторой
базы в окружающее пространство, описываемая системой двух уравнений параболи-
ческого типа. Были построены параметрические семейства точных решений, кото-
рые можно использовать для отыскания законов управления граничными условия-
ми, обеспечивающих распространение формаций на область заданных размеров за
заданное время. В докладе будет представлена модель более общего вида, в кото-
рой коэффициенты амортизации могут зависеть от текущей плотности формации.

*Работа выполнена при финансовой поддержке гранта РНФ № 22-29-00819
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Используя точные решения модели, можно получать описание процесса распростра-
нения взаимодействующих формаций с базы на прилегающую территорию. При этом
интерес представляют такие основные параметры формации, как расположение базы
и линий уровня постоянной плотности, показывающих форму уже освоенной области
и темпы расселения.

С другой стороны, идентификация таких основных параметров распределенной
формации важна и независимо от наличия математической модели. Решение по-
добной задачи может выполняться другой формацией, состоящей из конечного чис-
ла роботов, действующих согласованно. Кроме того, определение линий уровня для
какого-либо количественного показателя само по себе может представлять значимую
роль. Типичным примером является продолжительный мониторинг заданной обла-
сти конечной формацией автономных роботов с целью отслеживания концентраций
загрязняющих веществ или плотностей редких или эндемичных биологических ви-
дов. В докладе будут представлены результаты по моделированию, идентификации
и управлению формациями с распределенными характеристиками.

2. Моделирование распространения распределенных формаций

Рассматривается параболическая система уравнений типа реакции-диффузии

ut = \nabla \cdot 
\bigl( 
u\lambda \nabla u

\bigr) 
+ \alpha u1 - \lambda v\mu +

\bigl( 
\sigma 1u

\lambda  - k1
\bigr) 
u,

vt = \nabla \cdot (v\mu \nabla v) + \beta v1 - \mu u\lambda + (\sigma 2v
\mu  - k2) v. (1)

Здесь n \in \BbbN , \bfx \in \BbbR n — вектор пространственных переменных, t \geq 0 — время,
u = u(\bfx , t), v = v(\bfx , t) — искомые функции, \nabla — оператор градиента по простран-
ственным переменным; \lambda \not = 0, \mu \not = 0— вещественные параметры нелинейности среды;
\alpha \not = 0, \beta \not = 0, \sigma 1, \sigma 2, k1, k2 — вещественные постоянные коэффициенты.

При моделировании распространения формаций мобильных роботов с распре-
деленными характеристиками используются аналогичные (1) подходы к описанию
диффузионных процессов [5]. При этом u = u(\bfx , t), v = v(\bfx , t) трактуются как плот-
ности (количества в единице объема) роботов в пространстве. Как отмечается в об-
зоре [3], в последнее время уравнения с частными производными стали применяться
для моделирования движения формаций взаимодействующих роботов в роевой ро-
бототехнике, при этом основная трудность состоит в том, что «analytical solutions
of PDEs are available only for a small number of special cases». Поэтому развитие ме-
тодов построения точных решений будет полезно при построении и исследовании
моделей распространения формаций с распределенными характеристиками в роевой
робототехнике.

Утверждение 1. Пусть \lambda = \mu \not =  - 1, \sigma 1 = \sigma 2 = \sigma . Тогда система (1) имеет точное
решение вида

u(\bfx , t) = [\psi 1(t)]
1/\lambda [\Omega (\bfx )]1/1+\lambda , v(\bfx , t) = [\psi 2(t)]

1/\lambda [\Omega (\bfx )]1/1+\lambda ,

где \Omega (\bfx ) удовлетворяет линейному уравнению Гельмгольца \Delta \Omega (\bfx ) =  - (1+\lambda )\sigma \Omega (\bfx ),
а функции \psi 1(t), \psi 2(t) находятся из линейной системы обыкновенных дифференци-
альных уравнений с постоянными коэффициентами

\.\psi 1 =  - k1\lambda \psi 1 + \alpha \lambda \psi 2, \.\psi 2 = \beta \lambda \psi 1  - k2\lambda \psi 2.
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Систему (1) можно использовать для моделирования распространения двух рас-
пределенных взаимодействующих формаций мобильных роботов с границы некото-
рой базы на окружающую территорию. Знание точных решений в соответствии с
утверждением 1 позволяет в каждый момент времени точно определять линии уров-
ня одинаковой плотности и границу области распространения каждой формации
(фронты волн распространения).

3. Задача идентификации фронта волны распространения рас-
пределенной формации по территории (Задача обследования
полей концентрации)

Задача обследования полей концентрации, также известная в иностранной лите-
ратуре как Sampling problem, представляет в настоящее время повышенный интерес
в научном сообществе. Обычно в ее рамках выделяют три основных цели обследова-
ния [6]:

1) локализация одного или нескольких экстремумов функции (источников), опи-
сывающей поле концентрации, в случае нестационарного поля часто сопровождается
последующим отслеживанием их перемещений в пространстве (мониторинг);

2) восстановление линий уровня, частным и наиболее интересным случаем кото-
рого является поиск нулевой линии уровня (фронта), отделяющей область с поло-
жительными значениями величины поля от области с нулевыми значениями;

3) картографирование обследуемой области, зачастую носящее вспомогательный
характер для рассматриваемой задачи и смежных с ней.

Очевидно, что параллельное решение нескольких из вышеописанных подзадач
может значительно сократить финансовые, временные и иные затраты на проведе-
ние подобных обследований. В данной работе предлагается мультиагентная страте-
гия управления, обеспечивающая одновременную локализацию источника поля, а
также восстановление любой заданной линии уровня. При этом, разработанный под-
ход также предусматривает возможность их дальнейшего мониторинга на продол-
жительном отрезке времени. В качестве агентов, производящих обследование поля
концентрации, будем использовать интеграторов второго порядка, динамика кото-
рых описывается следующей системой:

\.qi = vi, \.vi = u1, i \in \Gamma = \{ 1, 2, . . . , n\} , (2)

| | vi| | \leq vmax, | | ui| | \leq umax,

ui = c1F
c
i + c2F

g
i , (3)

F g
i =

\sum 
j\in \Gamma base, j \not =i

qij
| | qij| | 

(f(t, qj) - f(t, qi)) , (4)

F c
i =  - 

\sum 
j\in \Gamma base, j \not =i

\nabla qiU
c
ij (| | qij| | ) , (5)

U c
ij (| | qij| | ) = \alpha 

\Biggl( 
1

2

\bigl( 
| | qij| |  - dAij

\bigr) 2
+ \beta \mathrm{l}\mathrm{n} | | qij| | + \beta 

dAij
| | qij| | 

\Biggr) 
, (6)

где qi \in \BbbR p, vi \in \BbbR p, ui \in \BbbR p — соответственно, положение, скорость и управление i–
го агента, vmax, umax — предельно допустимые значения скорости и управления, \Gamma —
множество доступных агентов мощностью n, c1, c2 \in \BbbR + — некоторые положительные
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коэффициенты, \alpha , \beta \in \BbbR + — некоторые управляющие параметры, | | qij| | — евклидова
норма вектора qij = qi - qj, dAij —желаемое расстояние между агентами. Каждый агент
способен с заданной периодичностью измерять величину поля концентрации в точке
своего текущего местоположения. Помимо этого, будем считать, что каждый агент
может связаться с любым другим для того, чтобы запросить его текущие координаты
и значение последнего произведенного замера.

В основе подхода лежит разделение множества агентов на две подгруппы: \Gamma base и
\Gamma front, отвечающие, соответственно, за поиск источника и обнаружение границ фрон-
та. Управление агентами первой подгруппы строится, как взвешенная сумма (3) двух
сил: градиентной (4) и кооперирующей (5). Первая, как следует из названия, отве-
чает за приближенное вычисление градиента поля, основываясь на разнице произ-
веденных замеров величины поля. Кооперирующая сила отвечает за выдерживание
агентами стационарных или локально стационарных (при | \Gamma base| > p + 1) форма-
ций, благодаря чему обеспечивается отсутствие столкновений между ними, а также
повышение точности оценки градиента.

Аналогичным образом строится управление агентами второго множества. Одна-
ко, силы, действующие на них (граничная и релаксирующая), имеют другой физиче-
ский смысл. Так, граничная сила отталкивает агентов от текущей оценки местополо-
жения источника, основанной на координатах агентов множества \Gamma base , если текущее
значение замера выше искомой линии уровня, и притягивает в обратном случае, обес-
печивая тем самым решение задачи. Подход близок к управлению с переключениями,
но сглаживающая функция позволяет избежать разрывов управления и гарантиру-
ет его гладкость. С другой стороны, релаксирующая сила отвечает за отсутствие
столкновений между агентами, а также равномерно распределяет их по перимет-
ру искомой линии уровня. Проведенные серии экспериментов в рамках специально
разработанной тестирующей программной среды демонстрируют способность пред-
ложенного подхода решать поставленные задачи. При этом, стратегия управления
обладает достаточно высокой точностью и скоростью получения решения, а так-
же устойчивостью к изменениям поля концентрации, вызванных его нестационарной
природой.
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On modeling and identification of parameters of
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Abstract: Issues of modeling and parameter identification for formations with distributed
characteristics are considered. The development of methods of construction of exact
solutions of nonlinear systems of reaction-diffusion type, which can be used for modeling
distributed formations, is given. It is suggested to use bio-inspired algorithms for
solving problems of identification by formations with distributed characteristics.
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