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Аннотация: В статье рассматриваются математические модели механической си-
стемы «трубопровод – датчик давления», предназначенные для контроля давле-
ния рабочей среды в камерах сгорания двигателей. Получены асимптотические
уравнения, описывающие совместную динамику упругого чувствительного эле-
мента датчика давления и рабочей среды в трубопроводе. Разработаны методы
решения соответствующих начально-краевых задач для систем дифференциаль-
ных уравнений с частными производными.

Ключевые слова: датчик, упругий элемент, трубопровод, динамика, дифферен-
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Пусть на одном конце трубопровода задан закон изменения давления рабочей
среды (например, на выходе из камеры сгорания двигателя), а на другом располо-
жен датчик [1, 2], предназначенный для измерения этого давления и содержащий в
качестве составной части чувствительный упругий элемент в виде пластины (рис. 1)

Рис. 1. Схема механической системы «трубопровод – датчик давления».

Рассмотрим математическую постановку задачи, соответствующую модели си-
стемы «трубопровод – датчик давления» с учетом сжимаемости рабочей среды:

\Phi tt + 2\Phi x\Phi xt + 2\Phi y\Phi yt + \Phi 2
x\Phi xx + 2\Phi x\Phi y\Phi xy + \Phi 2

y\Phi yy = a20(\Phi xx + \Phi yy), x, y \in G, (1)

\Phi y(x, 0, t) = \Phi y(x, h, t) = 0, x \in ( - l, 0), (2)

\Phi x  - \Phi ywy = wt, x = w(y, t), y \in (a, b), (3)

\Phi x(0, y, t) = 0, y \in (0, a) \cup (b, h) (4)

L(w(y, t)) = P  - P , x = w(y, t), y \in (a, b), (5)

P ( - l, y, t) = \widetilde P (y, t), y \in (0, h). (6)
*Работа выполнена при поддержке гранта Российского научного фонда №23-21-00517
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В (1)-(6) x, y – декартовы координаты; t – время; \Phi (x, y, t) – потенциал скоро-
сти рабочей среды (газа или жидкости); w(y, t) – поперечная деформация (прогиб)
упругого элемента датчика, занимающего в недеформированном состоянии положе-
ние x = 0, a < y < b; \widetilde P (y, t) – закон изменения давления на выходе x =  - l из ка-
меры сгорания двигателя (на левом конце трубопровода); P – внешнее воздействие
(например, давление окружающей среды); G – область в трубопроводе и в полости
датчика, занятая рабочей средой. Давление P (x, y, t), плотность \rho (x, y, t), скорость
звука a(x, y, t) в рабочей среде выражаются через потенциал скорости из интеграла
Лагранжа-Коши\biggl( 

P
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где индекс 0 соответствует параметрам рабочей среды в состоянии покоя. Диффе-
ренциальный (интегро-дифференциальный) оператор L(w(y, t)) в уравнении (5), ко-
торый описывает динамику упругого элемента, можно задать различным способом
в зависимости от выбранной модели твердого деформируемого тела, например

L(w(y, t)) = L\ast (w(y, t)) \equiv m \"w +Dw
\prime \prime \prime \prime 

+Nw
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Математическую модель с использованием оператора (13) следует дополнить урав-
нением

 - EF
\biggl( 
u

\prime 
+

1

2
w

\prime 2

\biggr) \prime 

+m\"u+ g(u, \.u) = 0. (14)

В (8)-(14) u(y, t) – продольная деформация упругого элемента; m, D – погон-
ная масса и изгибная жесткость упругого элемента датчика, представляющего со-
бой деформируемую пластину и расположенного на правом конце трубопровода; N
– сжимающее (растягивающее) элемент усилие; \beta , \eta – коэффициенты внутреннего
демпфирования (материала элемента); \mu – коэффициент, зависящий от прочност-
ных и геометрических характеристик элемента и типа его закрепления; E – модуль
упругости материала элемента; F – площадь поперечного сечения элемента; f(w, \.w),
g(u, \.u) – некоторые линейные или нелинейные функции, зависящие от поперечной
или продольной деформации w(y, t) или u(y, t) и скорости деформации \.w(y, t), \.u(y, t);
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индексы x, y, t снизу обозначают частные производные по x, y, t, точка сверху – част-
ную производную по t, штрих сверху – частную производную по y.

Уравнение (1) описывает движение газа или жидкости в трубопроводе с пря-
молинейными стенками y = 0, y = h; уравнение (5) описывает динамику упруго-
го элемента; условие (6) задает закон изменения давления на входе в трубопровод
(x =  - l); (3), (4) – условия непротекания поверхности элемента (y \in (a, b)) и прямо-
линейной вертикальной части стенки трубопровода (y \in (0, a) \cup (b, h)); условия (2) -
условия непротекания горизонтальных стенок трубопровода. Имеем нелинейную за-
дачу (1)-(6) для функций \Phi (x, y, t), w(y, t), которую следует дополнить начальными
условиями для \Phi , w и граничными условиями для w.

Для решения задачи (1)-(6) используем метод малого параметра \varepsilon . Таким па-
раметром может служить отношение толщины упругого элемента h\ast к его длине\biggl( 
\varepsilon =

h\ast 
b - a

\biggr) 
, или отношение ширины трубопровода h к его длине l

\biggl( 
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. Пред-

ставим функции \Phi , P , \widetilde P , w в виде разложений:

\Phi (x, y, t) = \varepsilon \varphi 1(x, y, t) + ... , P (x, y, t) = P0 + \varepsilon P1(x, y, t) + ... ,\widetilde P (y, t) = P0 + \varepsilon P\ast (y, t), w(y, t) = w0(y) + \varepsilon w1(y, t) + ... .
(15)

Из интеграла Лагранжа-Коши (7) получим асимптотическую формулу для дав-
ления

P = P0  - \varepsilon \rho 0\varphi 1t + o(\varepsilon ). (16)

Оставляя старшие члены порядка \varepsilon в уравнении (1), получим уравнение для \varphi 1

\varphi 1tt = a20(\varphi 1xx + \varphi 1yy). (17)

Здесь a20 =
\chi P0

\rho 0
– квадрат скорости звука в покоящейся среде. Граничное условие

(3) при \varepsilon \rightarrow 0 запишется в виде
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Подставляя (15) в (5) и выбирая L(w(y, t)) в виде (8), будем иметь
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Если L(w(y, t)) взять в виде (12), то получим\biggl( 
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На основе полученных приближенных асимптотических уравнений построены
математические модели систем измерения давления в газожидкостных средах. Раз-
работаны методы решения начально-краевых задач для систем дифференциальных
уравнений с частными производными, соответствующих этим моделям [3-9]. Раз-
работан программный комплекс для математического моделирования механической
системы «трубопровод – датчик давления» [10]. Он предназначен для исследования
совместной динамики чувствительного элемента датчика давления и рабочей среды
в трубопроводе, соединяющем камеру сгорания двигателя с датчиком, и позволяет
получать графики функции w(y, t), характеризующей деформацию упругого элемен-
та датчика, при различном задании механических параметров системы, в том числе
при задании закона изменения давления рабочей среды в двигателе.

Для несжимаемой среды уравнение, описывающее движение газа или жидкости
в трубопроводе, имеет вид

\Phi xx + \Phi yy = 0, x \in ( - l, 0), y \in (0, h). (25)

Тогда математическая постановка задачи в модели несжимаемой среды включа-
ет уравнения (2)-(6), (25). Решение этой задачи представим в виде разложения (15).
Оператор L(w(y, t)) возьмем в виде (8), где функция f(w, \.w) = \gamma w + \alpha \.w (\gamma – коэф-
фициент жесткости основания, \alpha – коэффициент демпфирования основания). Тогда
асимптотическая модель задачи в первом приближении имеет вид

\varphi 1xx + \varphi 1yy = 0, (26)

\varphi 1y(x, 0, t) = \varphi 1y(x, h, t) = 0, (27)

Dw
\prime \prime \prime \prime 

0 +Nw
\prime \prime 

0 + \gamma w0 = P0  - P , (28)
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\varphi 1x(w0(y), y, t) - \varphi 1y(w0(y), y, t)w
\prime 

0(y) = \.w1(y, t), (30)

 - \rho 0\varphi 1t( - l, y, t) = P\ast (y, t), (31)

где P\ast (y, t) – избыточное давление на входе в трубопровод (в сечении x =  - l). Пред-
полагая a = 0, b = h, P\ast (y, t) = P\ast (t), потенциал \varphi 1(x, y, t) представим в виде

\varphi 1(x, y, t) =  - 
1

\rho 0

t\int 
0

P\ast (z)dz + (x+ l)\psi (t) + 2
\infty \sum 
n=1

\varphi 1n(t) \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}\lambda nysh\lambda n(x+ l), \lambda n =
n\pi 

h
.

(32)
Функция (32) удовлетворяет уравнению (26) и условиям (27), (31).
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Функция w1(y, t) отыскивается в виде разложения в ряд по полной на отрезке
[0, h] системе функций \{ qn(y)\} \infty n=1, удовлетворяющих граничным условиям, соответ-
ствующим условиям закрепления пластины.

При шарнирном закреплении концов упругого элемента (w(0, t) = w
\prime \prime 
(0, t) = 0,

w(h, t) = w
\prime \prime 
(h, t) = 0) функцию w1(y, t) будем искать в виде

w1(y, t) =
\infty \sum 
n=1

wn(t) \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\lambda ny, \lambda n =
n\pi 

h
.

Для жесткого защемления концов упругого элемента (w(0, t) = w
\prime 
(0, t) = 0,

w(h, t) = w
\prime 
(h, t) = 0) функция w1(y, t) ищется в виде

w1(y, t) =
\infty \sum 
n=1

wn(t)\xi n(y),

где \xi n(y) = \mathrm{c}\mathrm{h}(\mu ny) - \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}(\mu ny) - 
\mathrm{c}\mathrm{h}(\mu nh) - \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}(\mu nh)

\mathrm{s}\mathrm{h}(\mu nh) - \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}(\mu nh)
(\mathrm{s}\mathrm{h}(\mu ny) - \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}(\mu ny)) и \mu n находятся

из уравнения \mathrm{c}\mathrm{h}(\mu nh) \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}(\mu nh) = 1.
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Asymptotic analysis of the mathematical model of the

system «pipeline - pressure sensor»

P.A. Velmisov, Yu.A. Tamarova, N.D. Aleksanin, G.A. Ankilov

Ulyanovsk State Technical University

Abstract: Mathematical models of the mechanical system «pipeline - pressure sensor»,
designed to control the pressure of the working medium in the combustion chambers
of engines, are considered. Asymptotic equations are obtained that describe the joint
dynamics of the elastic sensitive element of the pressure sensor and the working
medium in the pipeline. Methods for solving the corresponding initial-boundary value
problems for systems of differential equations with partial derivatives are developed.

Keywords: sensor, elastic element, pipeline, dynamics, differential equations.
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