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Аннотация: Исследуется проблема влияния наследственных свойств механиче-
ской системы на устойчивость ее положений равновесия. Рассмотрено управление
многозвенным манипулятором с цилиндрическими вязкоупругими шарнирами
наследственного действия по классическому определению В. Вольтерра. Пред-
ставлены некоторые новые модели управления многозвенным манипулятором с
вязкоупругими цилиндрическими шарнирами. Уравнения динамики манипуля-
тора выводятся на основе концепции математической модели механической си-
стемы с вязкоупругими элементами. Обоснованы законы управления, решающие
задачу стабилизации положения манипулятора без измерения скорости, а так-
же задачу отслеживания траектории. Решается задача управления трехзвенным
манипулятором с вязкоупругими цилиндрическими шарнирами.
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1. Введение

Несмотря на многочисленные исследования, проблема управления манипулято-
ром с вязкоупругими шарнирами по-прежнему актуальна. Это связано как с пре-
имуществом вязкоупругих соединений по точности, плавности, надежности и дру-
гим свойствам, так и со стремлением разработать модели роботов-манипуляторов
с человекоподобным двигательным механизмом. Среди работ последних лет в этом
направлении можно выделить работы [1–3].

Целью данной работы является исследование задачи управления многозвенным
манипулятором с цилиндрическими вязкоупругими шарнирами наследственного дей-
ствия по классическому определению В. Вольтерра. В разделе 2 представлена мате-
матическая модель манипулятора с вязкоупругими шарнирами. В разделе 3 пред-
ставлено решение одной из трех решенных задач, а именно задачи о стабилизации
положения манипулятора без измерения скорости. В докладе также будут представ-
лены результаты решения данной задачи о стабилизации вращательного движения и
отслеживания траектории движения манипулятора. В качестве конкретного примера
решается задача управления трехзвенным роботом-манипулятором с вязкоупругими
шарнирами.

*Работа выполнена при частичной финансовой поддержке Российского научного фонда (грант № 22-71-
00062, https://rscf.ru/project/22-71-00062/).
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2. Математическая модель манипулятора с вязкоупругими шар-
нирами и постановка задачи

Манипуляторы с абсолютно жесткими звеньями моделируются как механическая
система с конечным числом степеней свободы. Можно предположить, что такой ма-
тематической моделью является система с N материальными точками, положение
которых определяется радиус-векторами

\bfr 1 = (x1, y1, z1), \bfr 2 = (x2, y2, z2), . . . , \bfr N = (xN , yN , zN). (1)

Предположим, что к j-ой точке приложены вязкоупругие элементы с реакция-
ми \bff jk (j = 1, N ; k = 1, \mu N), которые определяются по свойству наследственности
механических систем согласно В. Вольтерра [4]

\bff jk = fjk\bfe 
0
jk =  - (\rho jkljk(\bfr j(t)) +

t\int 
 - \infty 

gjk(\nu  - t)ljk(\bfr j(\nu ))d\nu )\bfe 0jk, (2)

где ljk – удлинение k-го элемента с учетом остаточной деформации при перемеще-
нии \bfr j(t), \rho jk и gjk – соответствующие коэффициенты жесткости и релаксации, \bfe 0jk –
единичный вектор соответствующего направления.

Виртуальную работу реакций \bff jk (j = 1, N ; k = 1, \mu N) на элементарном переме-
щении \delta \bfe jk = \delta ejk\bfe jk можно найти, используя равенства:

\delta \prime A =
N\sum 
j=1

\mu j\sum 
k=1

(\bff jk \cdot \delta \=ejk) = \bff \prime \delta \bfl ,

\bfl \prime = (l1, l2, . . . , l1\mu 1 , . . . , lN\mu N ) = (l1, l2, . . . , lp),

\bff \prime = (f11, f12, . . . , f1\mu 1 , . . . fN\mu N ) = (f1, f2, . . . , fp) =  - p\bfl (\bfr (t)) - 
t\int 

 - \infty 

\bfG (\nu  - t)\bfl (\bfr (\nu ))d\nu ,

(3)

p =
N\sum 
j=1

\mu j, \bfP = \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{g}(\rho 11, \rho 12, . . . , \rho p), \bfG = \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{g}(g11, g12, . . . , gp).

Пусть на механическую систему наложены идеальные стационарные связи, так
что ее положение описывается n обобщенными координатами q1, q2, . . . , qn. Из (2) и
(3) находим обобщенные силы, определяющие действие вязкоупругих элементов

\bfw 1 =

\biggl( 
\partial \bfl 

\partial \bfq 

\biggr) 
\bff , \bfl = \bfl (\bfq ),

\biggl( 
\partial \bfl 

\partial \bfq 

\biggr) 
=

\partial (l1, l2, . . . , lp)

\partial (q1, q2, . . . , qn)
. (4)

Рассмотрим задачу управления n-звенным электромеханическим манипулятором
с вязкоупругими соединениями типа (2). Пусть \varphi = (\varphi 1, \varphi 2, . . . , \varphi n)

\prime – вектор углов
между звеньями манипулятора, \psi = (\psi 1, \psi 2, . . . , \psi n)

\prime – вектор углов поворота выход-
ных валов электроприводов. Тогда для каждого из n соединений круговое удлинение
определяется как lj = rj(\varphi j  - \psi j), где rj – радиус вала.
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Уравнения управляемого движения манипулятора можно записать в виде урав-
нений Лагранжа [5]:

\bfA (\varphi ) \"\varphi +\bfC (\varphi , \.\varphi ) \.\varphi + \bfs (\varphi  - \psi ) +
t\int 

 - \infty 

\bfG (\nu  - t)(\varphi (\nu ) - \psi (\nu ))d\nu + \bfg (\varphi ) = 0,

\bfJ \"\psi  - \bfs (\varphi  - \psi ) - 
t\int 

 - \infty 

\bfG (\nu  - t)(\varphi (\nu ) - \psi (\nu ))d\nu = \bfu , (5)

где \bfA (\bfq ) \in Rn\times n – матрица инерции жестких звеньев, \bfJ \in Rn\times n – диагональная
матрица инерции приводов, \bfJ = diag(j1, j2, . . . , jn) > 0, кориолисовы и центробеж-
ные моменты инерции описываются как \bfC (\bfq , \.\bfq ) \.\bfq , функция \bfg (\bfq ) представляет гра-
витационные моменты, а \bfu \in Rn – входной крутящий момент, \bfs = (s1, s2, . . . , sn)

\prime ,

\bfG = diag(G1, G2, . . . , Gn), при этом sk +
0\int 

 - \infty 
Gk(\gamma )d\gamma > 0 (k = 1, n).

В статье дано решение задачи о стабилизации положения и установившегося вра-
щательного движения, а также получен закон управления, позволяющий отслежи-
вать траектории движения манипулятора.

3. Решение задачи о стабилизации положения манипулятора
без измерения скорости

Пусть \varphi = \varphi 0 – заданное положение манипулятора, \psi = \psi 0 – соответствующие
положения выходных валов, определяемые по формуле:

\psi 0 =

\left(  \bfs +

0\int 
 - \infty 

\bfG (\gamma )d\gamma 

\right)   - 1

\bfg (\varphi 0) + \varphi 0. (6)

Доказано, что задача о стабилизации положения манипулятора решается управ-
лением вида

\bfu = \bfg (\varphi 0) - \bfB (\psi  - \psi 0) +

t\int 
t - h

\bfH (\nu  - t)(\psi (\nu ) - \psi 0)d\nu ,

\bfB = \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{g}(b1, b2, . . . , bn), \bfH = \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{g}(H1, H2, . . . , Hn), Hj > 0 (j = 1, n), (7)

h > 0, bj  - 
0\int 

 - h

Hj(\gamma )d\gamma > 0

Заметим, что вторая составляющая закона управления (7) аналогична структуре
вязкоупругого крутящего момента.

4. Заключение

В работе получены новые модели управления многозвенным роботом-манипулятором
с вязкоупругими шарнирами. Моделирование манипулятора на основе физического
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принципа В. Вольтерра позволяет утверждать определенное сходство моделей та-
ких роботов-манипуляторов с действием многосуставной руки человека. Проведены
численные эксперименты с двухзвенным и трехзвенным манипуляторами, которые
подтверждают обоснованность построенных моделей управления.
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On the dynamic modelling of the multilink robot

manipulators with viscoelastic joints

A.S. Andreev, E.A. Sutyrkina, P.A. Buldakovskii

Ulyanovsk State University

Abstract: We study the problem of the influence of the mechanical system hereditary
properties on the stability of its equilibrium positions. We consider the control of
the multilink manipulator with cylindrical viscoelastic joints of hereditary action
according to the classical definition of V. Volterra. Some new control models for a
multilink manipulator with viscoelastic cylindrical joints are presented. The manipulator
dynamics equations are derived based on the concept of the mathematical model for
a mechanical system with viscoelastic elements. The control laws are substantiated
that solve the position stabilization problem of the manipulator without measuring
velocity measurements as well as the trajectory tracking control problem. The control
problem of the three-link manipulator with viscoelastic cylindrical joints is solved.

Keywords: multilink robot manipulator, viscoelastic joints, motion stabilization.
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