
Дифференциальные уравнения и их приложения

в математическом моделировании

СБОРНИК МАТЕРИАЛОВ

XVI МЕЖДУНАРОДНОЙ НАУЧНОЙ КОНФЕРЕНЦИИ

Саранск
2023



НАЦИОНАЛЬНЫЙ ИССЛЕДОВАТЕЛЬСКИЙ
МОРДОВСКИЙ ГОСУДАРСТВЕННЫЙ УНИВЕРСИТЕТ

ИНСТИТУТ ПРИКЛАДНОЙ МАТЕМАТИКИ
ИМ. М.В. КЕЛДЫША РАН

СРЕДНЕ-ВОЛЖСКОЕ МАТЕМАТИЧЕСКОЕ ОБЩЕСТВО

Дифференциальные уравнения и их приложения

в математическом моделировании

СБОРНИК МАТЕРИАЛОВ

XVI МЕЖДУНАРОДНОЙ НАУЧНОЙ КОНФЕРЕНЦИИ

Саранск
17 — 20 августа 2023 г.

Саранск
2023



УДК 510:004.5
ББК В1

Д503

Р е д а к ц и о н н а я к о л л е г и я:

член-корр. РАН, д.ф.-м.н. профессор В.Ф. Тишкин (отв. редактор):
д.ф.-м.н. профессор И.В. Бойков;
д.ф.-м.н. профессор П.А. Вельмисов;
д.ф.-м.н. профессор В.З. Гринес ;
д.ф.-м.н. профессор В.К. Горбунов;
д.ф.-м.н. профессор Е.Б. Кузнецов;
д.ф.-м.н. профессор О.В. Починка.

Д503
Дифференциальные уравнения и их приложения в математическом моде-
лировании [Электронный ресурс]: Сборник материалов XVI Международ-
ной научной конференции «Дифференциальные уравнения и их приложе-
ния в математическом моделировании» (Саранск, 17-20 августа 2023 г.) /
редкол.: В.Ф. Тишкин (отв. ред.) [и др.]. – Саранск: СВМО, 2023. – 290 с.
Режим доступа: https://conf.svmo.ru/files/2023/ProceedingsSVMO2023.pdf

ISBN 978-5-901661-59-8

Настоящее издание содержит материалы докладов участников XVI Меж-
дународной научной конференции «Дифференциальные уравнения и их при-
ложения в математическом моделировании», проходившей в Национальном ис-
следовательском Мордовском государственном университете им. Н.П. Огарева
с 17 по 20 августа 2023 г.

Представляет интерес для научных работников, студентов и аспирантов.

УДК 510:004.5
ББК В1

Публикуется на основании Устава Межрегиональной общественной орга-
низации «Средне-Волжское математическое общество» (п. 2.2) и по решению
редакционно-издательского отдела СВМО.

ISBN 978-5-901661-59-8 ©Коллектив авторов, 2023
©Оформление. СВМО, 2023



Предисловие

Настоящее издание содержит материалы докладов XVI Международ-
ной научной конференции «Дифференциальные уравнения и их прило-
жения в математическом моделировании», которая проходит с 17 по 20
августа 2023 года в г. Саранск (Россия). Организаторами конференции
выступили Национальный исследовательский Мордовский государствен-
ный университет им. Н.П. Огарева, Институт прикладной математики
им. М.В. Келдыша РАН и Средне-Волжское математическое общество.

Научные конференции по дифференциальным уравнениям и их при-
ложениям в математическом моделировании в Мордовском государствен-
ном университете им. Н.П. Огарёва проводятся регулярно с 1994 года.
Основателем и идейным вдохновителем научных конференций и школ-
семинаров являлся талантливый ученый и организатор д.ф.-м.н. профес-
сор Е.В. Воскресенский. Он руководил этими мероприятиями до 2008 го-
да. С 2009 года председателем конференций является член-корреспондент
РАН, д.ф.-м.н. профессор В.Ф. Тишкин (зав. отделом Института при-
кладной математики им. М.В. Келдыша РАН, г. Москва, профессор ка-
федры прикладной математики, дифференциальных уравнений и теоре-
тической механики ФГБОУ ВО «МГУ им. Н.П. Огарёва», г. Саранск).

Работа конференции проводится по секциям:
1. Качественные и асимптотические методы дифференциальных и

интегро-дифференциальных уравнений.
2. Обыкновенные дифференциальные уравнения и их приложения в

практических задачах.
3. Уравнения в частных производных и их приложения в математи-

ческом моделировании.
Все доклады, представленные на конференции, были предварительно

прорецензированы Программным комитетом.
Организаторы благодарны всем участникам конференции за интерес-

ные доклады и плодотворную дискуссию.
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УДК 517.91

Топологическая и параметрическая оптимизация

консоли крыла самолета

Абрашкин П.М.

Ульяновский государственный технический университет

Аннотация: Рассматривается трехмерная модель консоли крыла летательного
аппарата. На основе модели разрабатывается методика проектирования силово-
го набора крыла с использованием методов топологической и параметрической
оптимизации. В программе OptiStruct проведена топологическая оптимизация.
Получен ряд конструкций силового набора, на базе выбранного оптимального
варианта произведена параметрическая оптимизация в программном комплексе
ANSYS Workbench.

Ключевые слова: полимерные композиционные материалы, авиационная промыш-
ленность, топологическая оптимизация, параметрическая оптимизация, целевая
функция, математическое моделирование, оптимизация.

1. Топологическая оптимизация конструкции

Поиск силовой конструкции крыла самолета проводится на модели консоли кры-
ла CASA C-295. Данная консоль была упрощена путем оставления аэродинамическо-
го профиля и стреловидности крыла. Затем на модели создается конечно-элементная
(КЭ) сетка, в которой участвует только внутренняя часть (наполнение) крыла, вы-
полненная из SOLID элементов. SHELL-элементы используются только для задания
граничных условий при топологической оптимизации. Оптимизация проводилась с
использованием программы КЭ анализа Altair OptiStruct. На подготовленной КЭ
модели были заданы следующие граничные условия: закрепление крыла осуществля-
ется на торце со стороны крепления к фюзеляжу, на нижнюю и верхнюю поверхность
крыла действует равномерное давление, равное 0.01 МПа и 0.005 МПа соответствен-
но (рис. 1). Крыло состоит из алюминия.

Рис. 1. Граничные условия.

Топологическая оптимизация проводится по реализованному в программе методу
SIMP. В исследовании рассматривается два варианта выбора целевой функции и
ограничений. Использовались следующие критерий и ограничения:

1. Критерий – минимизация массы (целевая функция – масса).
2. Критерий – минимизация податливости (целевая функция – податливость).

Ограничение – максимальная объемная доля материала, равная 30%.
Для каждого варианта были заданы технологические ограничения в виде макси-

мально возможных перемещений законцовки крыла в диапазоне \pm 500 мм и макси-
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мально допустимых напряжений в конструкции, не превышающих 250 МПа.
Один из основных параметров, оказывающих влияние на конечный результат

будущей конструкции – ограничение максимального и минимального диаметра си-
лового пути.

Использование данной опции дает возможность моделировать конструкции, учи-
тывающие производственные ограничения и исключающие из них невоспроизводи-
мые мелкие элементы. Однако стоит учитывать, что этот параметр чувствителен к
размеру сетки КЭ, а программные возможности ограничивают применимость дан-
ной опции (3d < mindim < 2d, где d – средний размер КЭ). Поскольку средний
размер сетки составляет 20 мм, представлены расчеты с минимальным/максималь-
ным диаметром силового пути, равным 100, 150 и 200 мм. В результате топологиче-
ской оптимизации был получен ряд вариантов конструкций силового набора консоли
крыла.

Рассмотрим результаты оптимизации, представленные на рис. 2a), для случая
минимизация массы с ограничением: максимальные напряжения по Мизесу не пре-
вышают 250 МПа, максимальные перемещения законцовки крыла не превышают
\pm 500 мм.

Рис. 2. Результат оптимизации.

Рассмотрим следующий вариант оптимизации с измененным дополнительным
ограничивающим параметром – минимальный диаметр силового пути, равный 150
мм (mindim = 150) – рис. 2б).

Полученные результаты показывают, что расчетная картина не соответствует ре-
альной. Если без добавления дополнительного ограничения можно с большой натяж-
кой сказать, что в конструкции присутствуют два маленьких лонжерона, располо-
женных так же, как на настоящих летательных аппаратах (ЛА), то при добавлении
данного ограничения силовая конструкция не похожа на реальную, поскольку не
просматриваются лонжероны и нервюры. Поэтому в рамках исследования вариант
с данной целевой функцией рассматриваться не будет.

В варианте изображенном на рис. 2в), целевая функция – податливость – подле-
жит минимизации со следующими ограничениями:
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1) максимальная объёмная доля материала в крыле равна 30%,
2) максимальные напряжения по Мизесу не превышают 250 Мпа,
3) максимальные перемещения законцовки крыла не превышают \pm 500 мм.
Далее рассмотрим варианты с введением дополнительного параметра – мини-

мального или максимального диаметра силового пути. На рис. 3 представлено рас-
пределение плотности материала по крылу для следующих вариантов:

1) mindim = 100, 2) mindim = 150, 3) mindim = 200, 4) maxdim = 100,
5) maxdim = 150, 6) maxdim = 200, 7) mindim = 100, maxdim = 200.

Рис. 3. Результат оптимизации

Анализируя полученные результаты, можно заметить, что добавление дополни-
тельного параметра – минимального диаметра силового пути – существенно изме-
няет результат оптимизации. Однако использование совместного дополнительного
параметра – минимального и максимального диаметра силового пути – не только
изменяет конструкцию, но и значительно облегчает её. Поэтому для дальнейшего
исследования в качестве базовой модели будет взят именно этот вариант. На рис. 4а)
желтым цветом показана примерная отрисовка соответствующей силовой конструк-
ции крыла. На рис. 4б) представлена отрисованная модель крыла для параметриче-
ской оптимизации.

Рис. 4. Вариант отрисовки силовой конструкции
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2. Параметрическая оптимизация конструкции

В данном разделе представлены результаты проведения параметрической опти-
мизации обшивки и силового набора консоли крыла самолета в программе ANSYS
Workbench. Оптимизация консоли крыла проводилась при помощи метода поиска оп-
тимального решения при помощи поверхности отклика – Response Surface Method.
В качестве критерия выбрана минимизация массы и минимизация перемещений за-
концовки крыла. В качестве ограничений выступили максимальные напряжения, на-
ходящиеся в диапазоне от 200 до 300 МПа и стремящиеся к 250 МПа. Граничные
условия не изменены. В качестве оптимизируемых параметров были выбраны:

1. Толщина одного слоя препрега из однонаправленного эпоксидного углеродного
волокна в диапазоне от 0.28 мм до 28 мм с шагом 0.28 мм.

2. Количество пакетов углеродного волокна в элементе – от 1 до 3.
Направление выкладки слоев углеродного волокна в каждом четырех слойном

пакете 0\circ , \pm 45\circ , 90\circ . В качестве материала выбран эпоксидный карбон со свойствами:
а) модуль Юнга в продольном направлении равен 121000 МПа;
б) модуль Юнга в поперечном направлении – 8600 МПа;
в) коэффициент Пуассона в продольном направлении равен 0.27;
г) коэффициент Пуассона в поперечном направлении – 0.4;
д) плотность равна 1490 кг/м3.
Для проведения параметрической оптимизации проводятся вычислительные экс-

перименты для построения поверхности отклика. На основе полученной поверхности
программой предлагается три наилучших результата (таблица 1).

Таблица 1. Результаты параметрической оптимизации

Наименование параметра Результат 1 Результат 2 Результат 3

Пакет обшивки Толщина слоя, мм

Количество пакетов

Толщина элемента, мм

1.4

1

5.6

2.24

1

8.96

0.84

1

3.36

Пакет переднего

лонжерона

Толщина слоя, мм

Количество пакетов

Толщина элемента, мм

2.8

2

22.4

0.28

3

3.36

0.56

3

6.72

Пакет заднего

лонжерона

Толщина слоя, мм

Количество пакетов

Толщина элемента, мм

0.56

3

6.72

3.92

1

15.68

26.04

1

104.16

Максимальное перемещение крыла, мм 297.5 216 136.7

Максимальное напряжение, МПа 255.75 223.94 239.21

Масса, т 1.13 1.31 1.39

Анализируя полученные результаты, приходим к выводу, что первый вариант –
наилучший, поскольку в данном случае самый тонкий элемент имеет толщину 5.6
мм. В других вариантах этот показатель меньше.

На следующем шаге была проведена проверка результата оптимизации. Это необ-
ходимо поскольку для построения поверхности отклика программой было произве-
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дено 55 численных экспериментов, этого количества недостаточно для построения
подробной поверхности отклика. В результате проверки были получены следующие
результаты: максимальные напряжения составили 275 МПа, перемещение законцов-
ки крыла составило 370 мм (рис. 5). Отличие от полученного результата объясняется
тем, что при проведении оптимизации требуется более сильная детализация при по-
строении поверхность отклика.

Рис. 5. Результаты проверки

Подводя итог, можно заключить, что процесс оптимизации существенно улуч-
шил показатели консоли крыла самолета и позволил достичь массы, равной 1.13 т,
по сравнению с настоящей консолью крыла самолета CASA C-295, масса которой
составляет приблизительно 1.7 т (таблица 2). Это означает, что оптимизация зна-
чительно ускорила и улучшила процесс создания облегченной модели, который при
ручном создании потребовал бы значительных затрат времени в связи с перебором
различных вариантов дизайна.

Таблица 2. Результаты работы

Характеристика После

топологической

оптимизации

После

параметрической

оптимизации

Конструкция

крыла C-295

Максимальное перемещение

крыла, мм

63.35 370.34 550

Максимальное напряжение,

МПа

22.4 275.28 —

Масса, т 4.3 1.13 1.8

Благодаря применению оптимизации была быстро определена наилучшая кон-
цепция конструкции консоли крыла ЛА, без необходимости рассмотрения множества
альтернативных вариантов. Таким образом, оптимизация представляется эффектив-
ным современным инструментом для разработки разнообразных конструкций, где
целью является достижение наилучшего значения какой-либо определенной харак-
теристики (например, минимизация или максимизация массы, объема, податливости
и т. д.) при соблюдении заданных критериев (например, ограничений на перемеще-
ния, напряжение и т. п.).
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УДК 531.36:62-50

О моделировании динамики многозвенных

роботов-манипуляторов с вязкоупругими

шарнирами*

Андреев А.С., Сутыркина Е.А., Булдаковский П.А.

Ульяновский государственный университет

Аннотация: Исследуется проблема влияния наследственных свойств механиче-
ской системы на устойчивость ее положений равновесия. Рассмотрено управление
многозвенным манипулятором с цилиндрическими вязкоупругими шарнирами
наследственного действия по классическому определению В. Вольтерра. Пред-
ставлены некоторые новые модели управления многозвенным манипулятором с
вязкоупругими цилиндрическими шарнирами. Уравнения динамики манипуля-
тора выводятся на основе концепции математической модели механической си-
стемы с вязкоупругими элементами. Обоснованы законы управления, решающие
задачу стабилизации положения манипулятора без измерения скорости, а так-
же задачу отслеживания траектории. Решается задача управления трехзвенным
манипулятором с вязкоупругими цилиндрическими шарнирами.

Ключевые слова: многозвенный робот-манипулятор, вязкоупругие шарниры, ста-
билизация движения.

1. Введение

Несмотря на многочисленные исследования, проблема управления манипулято-
ром с вязкоупругими шарнирами по-прежнему актуальна. Это связано как с пре-
имуществом вязкоупругих соединений по точности, плавности, надежности и дру-
гим свойствам, так и со стремлением разработать модели роботов-манипуляторов
с человекоподобным двигательным механизмом. Среди работ последних лет в этом
направлении можно выделить работы [1–3].

Целью данной работы является исследование задачи управления многозвенным
манипулятором с цилиндрическими вязкоупругими шарнирами наследственного дей-
ствия по классическому определению В. Вольтерра. В разделе 2 представлена мате-
матическая модель манипулятора с вязкоупругими шарнирами. В разделе 3 пред-
ставлено решение одной из трех решенных задач, а именно задачи о стабилизации
положения манипулятора без измерения скорости. В докладе также будут представ-
лены результаты решения данной задачи о стабилизации вращательного движения и
отслеживания траектории движения манипулятора. В качестве конкретного примера
решается задача управления трехзвенным роботом-манипулятором с вязкоупругими
шарнирами.

*Работа выполнена при частичной финансовой поддержке Российского научного фонда (грант № 22-71-
00062, https://rscf.ru/project/22-71-00062/).
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2. Математическая модель манипулятора с вязкоупругими шар-
нирами и постановка задачи

Манипуляторы с абсолютно жесткими звеньями моделируются как механическая
система с конечным числом степеней свободы. Можно предположить, что такой ма-
тематической моделью является система с N материальными точками, положение
которых определяется радиус-векторами

\bfr 1 = (x1, y1, z1), \bfr 2 = (x2, y2, z2), . . . , \bfr N = (xN , yN , zN). (1)

Предположим, что к j-ой точке приложены вязкоупругие элементы с реакция-
ми \bff jk (j = 1, N ; k = 1, \mu N), которые определяются по свойству наследственности
механических систем согласно В. Вольтерра [4]

\bff jk = fjk\bfe 
0
jk =  - (\rho jkljk(\bfr j(t)) +

t\int 
 - \infty 

gjk(\nu  - t)ljk(\bfr j(\nu ))d\nu )\bfe 0jk, (2)

где ljk – удлинение k-го элемента с учетом остаточной деформации при перемеще-
нии \bfr j(t), \rho jk и gjk – соответствующие коэффициенты жесткости и релаксации, \bfe 0jk –
единичный вектор соответствующего направления.

Виртуальную работу реакций \bff jk (j = 1, N ; k = 1, \mu N) на элементарном переме-
щении \delta \bfe jk = \delta ejk\bfe jk можно найти, используя равенства:

\delta \prime A =
N\sum 
j=1

\mu j\sum 
k=1

(\bff jk \cdot \delta \=ejk) = \bff \prime \delta \bfl ,

\bfl \prime = (l1, l2, . . . , l1\mu 1 , . . . , lN\mu N ) = (l1, l2, . . . , lp),

\bff \prime = (f11, f12, . . . , f1\mu 1 , . . . fN\mu N ) = (f1, f2, . . . , fp) =  - p\bfl (\bfr (t)) - 
t\int 

 - \infty 

\bfG (\nu  - t)\bfl (\bfr (\nu ))d\nu ,

(3)

p =
N\sum 
j=1

\mu j, \bfP = \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{g}(\rho 11, \rho 12, . . . , \rho p), \bfG = \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{g}(g11, g12, . . . , gp).

Пусть на механическую систему наложены идеальные стационарные связи, так
что ее положение описывается n обобщенными координатами q1, q2, . . . , qn. Из (2) и
(3) находим обобщенные силы, определяющие действие вязкоупругих элементов

\bfw 1 =

\biggl( 
\partial \bfl 

\partial \bfq 

\biggr) 
\bff , \bfl = \bfl (\bfq ),

\biggl( 
\partial \bfl 

\partial \bfq 

\biggr) 
=

\partial (l1, l2, . . . , lp)

\partial (q1, q2, . . . , qn)
. (4)

Рассмотрим задачу управления n-звенным электромеханическим манипулятором
с вязкоупругими соединениями типа (2). Пусть \varphi = (\varphi 1, \varphi 2, . . . , \varphi n)

\prime – вектор углов
между звеньями манипулятора, \psi = (\psi 1, \psi 2, . . . , \psi n)

\prime – вектор углов поворота выход-
ных валов электроприводов. Тогда для каждого из n соединений круговое удлинение
определяется как lj = rj(\varphi j  - \psi j), где rj – радиус вала.
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Уравнения управляемого движения манипулятора можно записать в виде урав-
нений Лагранжа [5]:

\bfA (\varphi ) \"\varphi +\bfC (\varphi , \.\varphi ) \.\varphi + \bfs (\varphi  - \psi ) +
t\int 

 - \infty 

\bfG (\nu  - t)(\varphi (\nu ) - \psi (\nu ))d\nu + \bfg (\varphi ) = 0,

\bfJ \"\psi  - \bfs (\varphi  - \psi ) - 
t\int 

 - \infty 

\bfG (\nu  - t)(\varphi (\nu ) - \psi (\nu ))d\nu = \bfu , (5)

где \bfA (\bfq ) \in Rn\times n – матрица инерции жестких звеньев, \bfJ \in Rn\times n – диагональная
матрица инерции приводов, \bfJ = diag(j1, j2, . . . , jn) > 0, кориолисовы и центробеж-
ные моменты инерции описываются как \bfC (\bfq , \.\bfq ) \.\bfq , функция \bfg (\bfq ) представляет гра-
витационные моменты, а \bfu \in Rn – входной крутящий момент, \bfs = (s1, s2, . . . , sn)

\prime ,

\bfG = diag(G1, G2, . . . , Gn), при этом sk +
0\int 

 - \infty 
Gk(\gamma )d\gamma > 0 (k = 1, n).

В статье дано решение задачи о стабилизации положения и установившегося вра-
щательного движения, а также получен закон управления, позволяющий отслежи-
вать траектории движения манипулятора.

3. Решение задачи о стабилизации положения манипулятора
без измерения скорости

Пусть \varphi = \varphi 0 – заданное положение манипулятора, \psi = \psi 0 – соответствующие
положения выходных валов, определяемые по формуле:

\psi 0 =

\left(  \bfs +

0\int 
 - \infty 

\bfG (\gamma )d\gamma 

\right)   - 1

\bfg (\varphi 0) + \varphi 0. (6)

Доказано, что задача о стабилизации положения манипулятора решается управ-
лением вида

\bfu = \bfg (\varphi 0) - \bfB (\psi  - \psi 0) +

t\int 
t - h

\bfH (\nu  - t)(\psi (\nu ) - \psi 0)d\nu ,

\bfB = \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{g}(b1, b2, . . . , bn), \bfH = \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{g}(H1, H2, . . . , Hn), Hj > 0 (j = 1, n), (7)

h > 0, bj  - 
0\int 

 - h

Hj(\gamma )d\gamma > 0

Заметим, что вторая составляющая закона управления (7) аналогична структуре
вязкоупругого крутящего момента.

4. Заключение

В работе получены новые модели управления многозвенным роботом-манипулятором
с вязкоупругими шарнирами. Моделирование манипулятора на основе физического
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принципа В. Вольтерра позволяет утверждать определенное сходство моделей та-
ких роботов-манипуляторов с действием многосуставной руки человека. Проведены
численные эксперименты с двухзвенным и трехзвенным манипуляторами, которые
подтверждают обоснованность построенных моделей управления.
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Abstract: We study the problem of the influence of the mechanical system hereditary
properties on the stability of its equilibrium positions. We consider the control of
the multilink manipulator with cylindrical viscoelastic joints of hereditary action
according to the classical definition of V. Volterra. Some new control models for a
multilink manipulator with viscoelastic cylindrical joints are presented. The manipulator
dynamics equations are derived based on the concept of the mathematical model for
a mechanical system with viscoelastic elements. The control laws are substantiated
that solve the position stabilization problem of the manipulator without measuring
velocity measurements as well as the trajectory tracking control problem. The control
problem of the three-link manipulator with viscoelastic cylindrical joints is solved.

Keywords: multilink robot manipulator, viscoelastic joints, motion stabilization.
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Применение открытопористых структур как

ламиниризатора потока в канале. Численная оценка

влияния конструкции на однородность течения

Балабина Т.Ю., Дерюгин Ю.Н.

Российский федеральный ядерный центр – Всероссийский
научно-исследовательский институт экспериментальной физики

Аннотация: В работе приводятся результаты численного исследования влияния
открытопористой структуры (ОПС) на ламиниризацию потока в канале. Для мо-
делирования ОПС использовалась модель Форхгеймера-Бринкмана, в которой
вязкостной и инерционный коэффициенты были получены путем сквозного рас-
чета этой структуры. Распределение параметров в потоке было получено из ре-
зультатов моделирования поворота канала. Количественным критерием влияния
ОПС на однородность потока является уровень завихренности. Расчеты течений
выполнены в стационарной постановке по комплексу «ЛОГОС» с использова-
нием параллельных вычислений на суперкомпьютере. Из анализа полученных
результатов сделан вывод о том, что с применением ОПС уровень завихренности
существенно снижается и непосредственно влияет на профиль скорости вниз по
потоку

Ключевые слова: открытопористая структура, модель Форхгеймера-Бринкмана,
завихренность.

1. Проблематика исследуемого вопроса

Рассматривая проблему выравнивания профиля скорости потока, следует учи-
тывать, что каждый источник генерации возмущений порождает определенный вид
неоднородности. В рамках данной работы рассмотрен профиль скорости за поворот-
ным участком канала на угол 90\circ (колено). Результаты моделирования такого источ-
ника возмущения представлены в [1]. Для оценки ламиниризации потока рассмот-
рены результаты расчетов, которые максимально близко соответствуют эксперимен-
тальным данным [2]. Поскольку анализируемое течение является сугубо турбулент-
ным, в качестве оценочных параметров рассматривается осредненный показатель
модуля завихренности [3,4]. Оценка уровня завихренности, которая рассчитывалась
в прямолинейном канале за поворотом в поперечных сечениях с периодичностью
одного диаметра трубы показывает, что порожденное поле завихренности исследуе-
мым конструкционным изменением сохраняется на расстоянии 20 калибров. В каче-
стве одного из возможных способов выравнивания профиля скорости потока могут
быть использованы вставки конструктивных элементов из открытопористых матери-
алов. Наибольший интерес представляют материалы с высокой пористостью ввиду
их малого веса и небольшого гидравлического сопротивления [5]. Математическая
модель в общей постановке достаточно сложна и не имеет точного аналитического
решения. Численное моделирования для описания характеристик течения являет-
ся сложной и дорогостоящей процедурой. Для решения задачи вводятся различного
рода допущения и полуэмпирические зависимости для коэффициентов переноса, ис-
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пользуемые в математической модели. Для определения указанных коэффициентов
необходим прямой эксперимент, дающий информацию о гидравлическом сопротивле-
нии при движении среды в пористых структурах. В рамках работы [6] был проведен
численный эксперимент, в котором была получена зависимость отношения гради-
ента давления к толщине открытопористой структуры (ОПС) от скорости потока.
Точками на графике отмечены данные, которые были получены в ходе прямого чис-

ленного моделирования. Из графика видно, что зависимость
\bigtriangleup P
\bigtriangleup l

= f(u) на исследуе-

мом образце нелинейна (что означает отклонение от ламинарного режима). Толщина
исследуемого образца равна 1.68 мм. Полученная зависимость в исследуемом диапа-
зоне (скорость потока 0-10 м/с) аппроксимируется квадратичной зависимостью, что
соответствует модели Форхгеймера-Бринкмана:

\bigtriangleup P (u)
\bigtriangleup l

= \widetilde Au+ \widetilde Bu2, (1)

где u – скорость потока, \widetilde A и \widetilde B – вязкостной и инерционный коэффициенты, най-
денные с помощью метода наименьших квадратов (МНК): \widetilde A = 14965, \widetilde B = 717.71.
Полученные коэффициенты используются для описания пористого региона.

2. Обсуждение результатов

Для проведения численного моделирования использовалась цилиндрическая тру-
ба с блочно-структурированной сеткой с учетом призматического слоя, масштаб
ячейки составляет 0.85 мм, количество ячеек \sim 7106. Численный расчет проводился
в модуле «Аэро-Гидро» комплекса «ЛОГОС» [7] методом моделирования турбулент-
ных течений на основе двухпараметрической модели турбулентности Ментера (SST)
в стационарном режиме (рис. 1). Анализируемая неоднородность имеет значитель-
ный градиент скорости, который оказывает существенное влияние на однородность
потока на протяжении порядка 50 характерных диаметров трубы [1]. Создавая до-
полнительное гидравлическое сопротивление в потоке в виде ОПС, можно оказать
существенное влияние на профиль скорости. Из представленного на рис. 1а распреде-
ления отношения модуля скорости к массовой (Kmass) в продольном сечении канала
видно, что градиент скорости существенно снижается за регионом открытопористой
структуры.

Рис. 1. Распределение отношения модуля скорости к массовой скорости: а) в продольном сечении
канала; б) в поперечном сечении канала.
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На расстоянии одного характерного диаметра трубы, представленного на рис.
1б, диапазон изменения Kmass составляет от 0.89 до 1.02, что существенно ниже чем
диапазон измененияKmass для модели без пористого региона. Сравнительный анализ
относительно оси симметрии Kmass для моделей с пористым регионом и без него
представлен на рис. 2.

Рис. 2. График распределения отношения модуля скорости к массовой скорости по оси
симметрии для расчетов с пористым регионом и без него.

В моделировании трехмерного турбулентного течения на основе модели турбу-
лентности используется тензорно-инвариантные величины завихренности и дефор-
мации, которые являются составляющими тензора градиента скорости. Для задач
расчета внутренних течений предпочтительно использовать тензор завихренности,
поскольку такой параметр наглядно показывает характер турбулентного потока [3].

Как уже отмечалось выше, порожденное поле завихренности для исследуемого
профиля скорости сохраняется на расстоянии 20 калибров, но с применением откры-
топористой структуры наблюдается резкий спад уровня завихренности до значений
аналогичных цилиндрической трубы с однородным профилем скорости.

Рис. 3. График распределения уровня завихренности вниз по потоку для расчетов трубы с
неоднородным профилем скорости на входе с учетом ОПС и без нее, а также цилиндрической

трубы с однородным потоком.
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The use of open-porous structures as a flow laminarizer

in the channel. Numerical evaluation of the influence of

the design on the uniformity of the flow

T.Yu. Balabina, Yu.N. Deryugin
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Abstract: The paper presents the results of a numerical study of the effect of the
open-pored structure (OPS) on the laminirization of the flow in the channel. The
Forchheimer-Brinkman model was used to model OPS, in which the viscosity and
inertia coefficients were obtained by end-toend calculation of this structure. The
distribution of parameters in the flow was obtained from the results of modeling
the rotation of the channel. The quantitative criterion for the influence of OPS on
the uniformity of the flow is the level of vorticity. The calculations of the flows were
performed in a stationary setting according to the multifunctional software package
LOGOS on a parallel supercomputer. From the analysis of the results obtained, it is
concluded that with the use of OPS, the level of vorticity is significantly reduced and
irectly affects the velocity profile downstream.

Keywords: porous media, Forchheimer-Brinkman model, vorticity.
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Асимптотический анализ математической модели

системы «трубопровод – датчик давления»*

Вельмисов П.А., Тамарова Ю.А., Алексанин Н.Д., Анкилов Г.А.

Ульяновский государственный технический университет

Аннотация: В статье рассматриваются математические модели механической си-
стемы «трубопровод – датчик давления», предназначенные для контроля давле-
ния рабочей среды в камерах сгорания двигателей. Получены асимптотические
уравнения, описывающие совместную динамику упругого чувствительного эле-
мента датчика давления и рабочей среды в трубопроводе. Разработаны методы
решения соответствующих начально-краевых задач для систем дифференциаль-
ных уравнений с частными производными.

Ключевые слова: датчик, упругий элемент, трубопровод, динамика, дифферен-
циальные уравнения.

Пусть на одном конце трубопровода задан закон изменения давления рабочей
среды (например, на выходе из камеры сгорания двигателя), а на другом располо-
жен датчик [1, 2], предназначенный для измерения этого давления и содержащий в
качестве составной части чувствительный упругий элемент в виде пластины (рис. 1)

Рис. 1. Схема механической системы «трубопровод – датчик давления».

Рассмотрим математическую постановку задачи, соответствующую модели си-
стемы «трубопровод – датчик давления» с учетом сжимаемости рабочей среды:

\Phi tt + 2\Phi x\Phi xt + 2\Phi y\Phi yt + \Phi 2
x\Phi xx + 2\Phi x\Phi y\Phi xy + \Phi 2

y\Phi yy = a20(\Phi xx + \Phi yy), x, y \in G, (1)

\Phi y(x, 0, t) = \Phi y(x, h, t) = 0, x \in ( - l, 0), (2)

\Phi x  - \Phi ywy = wt, x = w(y, t), y \in (a, b), (3)

\Phi x(0, y, t) = 0, y \in (0, a) \cup (b, h) (4)

L(w(y, t)) = P  - P , x = w(y, t), y \in (a, b), (5)

P ( - l, y, t) = \widetilde P (y, t), y \in (0, h). (6)
*Работа выполнена при поддержке гранта Российского научного фонда №23-21-00517
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В (1)-(6) x, y – декартовы координаты; t – время; \Phi (x, y, t) – потенциал скоро-
сти рабочей среды (газа или жидкости); w(y, t) – поперечная деформация (прогиб)
упругого элемента датчика, занимающего в недеформированном состоянии положе-
ние x = 0, a < y < b; \widetilde P (y, t) – закон изменения давления на выходе x =  - l из ка-
меры сгорания двигателя (на левом конце трубопровода); P – внешнее воздействие
(например, давление окружающей среды); G – область в трубопроводе и в полости
датчика, занятая рабочей средой. Давление P (x, y, t), плотность \rho (x, y, t), скорость
звука a(x, y, t) в рабочей среде выражаются через потенциал скорости из интеграла
Лагранжа-Коши\biggl( 

P

P0

\biggr) \chi  - 1
\chi 

=

\biggl( 
\rho 

\rho 0

\biggr) \chi  - 1

=

\biggl( 
a

a0

\biggr) 2

= 1 - \chi  - 1

a20

\biggl( 
\Phi t +

1

2
\Phi 2
x +

1

2
\Phi 2
y

\biggr) 
, (7)

где индекс 0 соответствует параметрам рабочей среды в состоянии покоя. Диффе-
ренциальный (интегро-дифференциальный) оператор L(w(y, t)) в уравнении (5), ко-
торый описывает динамику упругого элемента, можно задать различным способом
в зависимости от выбранной модели твердого деформируемого тела, например

L(w(y, t)) = L\ast (w(y, t)) \equiv m \"w +Dw
\prime \prime \prime \prime 

+Nw
\prime \prime 
+ \beta \.w

\prime \prime \prime \prime 
+ f(w, \.w), (8)

L(w(y, t)) \equiv L\ast (w(y, t)) - w\prime \prime 

\left(  \mu b\int 
a

w
\prime 2(y, t)dy + \eta 

d

dt

b\int 
a

w
\prime 2(y, t)dy

\right)  , (9)

L(w(y, t)) \equiv m \"w +

\biggl[ 
Dw

\prime \prime 
\biggl( 
1 - 3

2
w

\prime 2

\biggr) \biggr] \prime \prime 

+Nw
\prime \prime 
+ \beta \.w

\prime \prime \prime \prime 
+ f(w, \.w), (10)

L(w(y, t)) \equiv mwtt+

\biggl[ 
Dwyy

\biggl( 
1 - 3

2
w2
y

\biggr) \biggr] 
yy

+Nwyy + \beta 

\biggl[ 
Dwyy

\biggl( 
1 - 3

2
w2
y

\biggr) \biggr] 
yyt

+ f(w,wt),

(11)

L(w(y, t)) \equiv mwtt +D

\biggl( 
wyy

(1 + w2
y)

3/2

\biggr) 
yy

+ \beta 

\biggl( 
wyy

(1 + w2
y)

3/2

\biggr) 
yyt

+Nwyy + f(w,wt), (12)

L(w(y, t)) \equiv  - EF
\biggl[ 
w

\prime 
\biggl( 
u

\prime 
+

1

2
w

\prime 2

\biggr) \biggr] \prime 

+m \"w +Dw
\prime \prime \prime \prime 

+Nw
\prime \prime 
+ \beta \.w

\prime \prime \prime \prime 
+ f(w, \.w). (13)

Математическую модель с использованием оператора (13) следует дополнить урав-
нением

 - EF
\biggl( 
u

\prime 
+

1

2
w

\prime 2

\biggr) \prime 

+m\"u+ g(u, \.u) = 0. (14)

В (8)-(14) u(y, t) – продольная деформация упругого элемента; m, D – погон-
ная масса и изгибная жесткость упругого элемента датчика, представляющего со-
бой деформируемую пластину и расположенного на правом конце трубопровода; N
– сжимающее (растягивающее) элемент усилие; \beta , \eta – коэффициенты внутреннего
демпфирования (материала элемента); \mu – коэффициент, зависящий от прочност-
ных и геометрических характеристик элемента и типа его закрепления; E – модуль
упругости материала элемента; F – площадь поперечного сечения элемента; f(w, \.w),
g(u, \.u) – некоторые линейные или нелинейные функции, зависящие от поперечной
или продольной деформации w(y, t) или u(y, t) и скорости деформации \.w(y, t), \.u(y, t);
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индексы x, y, t снизу обозначают частные производные по x, y, t, точка сверху – част-
ную производную по t, штрих сверху – частную производную по y.

Уравнение (1) описывает движение газа или жидкости в трубопроводе с пря-
молинейными стенками y = 0, y = h; уравнение (5) описывает динамику упруго-
го элемента; условие (6) задает закон изменения давления на входе в трубопровод
(x =  - l); (3), (4) – условия непротекания поверхности элемента (y \in (a, b)) и прямо-
линейной вертикальной части стенки трубопровода (y \in (0, a) \cup (b, h)); условия (2) -
условия непротекания горизонтальных стенок трубопровода. Имеем нелинейную за-
дачу (1)-(6) для функций \Phi (x, y, t), w(y, t), которую следует дополнить начальными
условиями для \Phi , w и граничными условиями для w.

Для решения задачи (1)-(6) используем метод малого параметра \varepsilon . Таким па-
раметром может служить отношение толщины упругого элемента h\ast к его длине\biggl( 
\varepsilon =

h\ast 
b - a

\biggr) 
, или отношение ширины трубопровода h к его длине l

\biggl( 
\varepsilon =

h

l

\biggr) 
. Пред-

ставим функции \Phi , P , \widetilde P , w в виде разложений:

\Phi (x, y, t) = \varepsilon \varphi 1(x, y, t) + ... , P (x, y, t) = P0 + \varepsilon P1(x, y, t) + ... ,\widetilde P (y, t) = P0 + \varepsilon P\ast (y, t), w(y, t) = w0(y) + \varepsilon w1(y, t) + ... .
(15)

Из интеграла Лагранжа-Коши (7) получим асимптотическую формулу для дав-
ления

P = P0  - \varepsilon \rho 0\varphi 1t + o(\varepsilon ). (16)

Оставляя старшие члены порядка \varepsilon в уравнении (1), получим уравнение для \varphi 1

\varphi 1tt = a20(\varphi 1xx + \varphi 1yy). (17)

Здесь a20 =
\chi P0

\rho 0
– квадрат скорости звука в покоящейся среде. Граничное условие

(3) при \varepsilon \rightarrow 0 запишется в виде

\varphi 1x(w0(y), y, t) - \varphi 1y(w0(y), y, t) \cdot w
\prime 

0(y) = \.w1(y, t). (18)

Подставляя (15) в (5) и выбирая L(w(y, t)) в виде (8), будем иметь

Dw
\prime \prime \prime \prime 

0 +Nw
\prime \prime 

0 + f(w0, 0) = P0  - P , (19)

m \"w1 +Dw
\prime \prime \prime \prime 

1 +Nw
\prime \prime 

1 + \beta \.w
\prime \prime \prime \prime 

1 +
\partial f

\partial w
(w0, 0)w1 +

\partial f

\partial \.w
(w0, 0) \.w1 =  - \rho 0\varphi 1t(w0, y, t). (20)

При выборе L(w(y, t)) в виде (11) аналогичная система уравнений будет иметь вид\biggl[ 
Dw

\prime \prime 

0

\biggl( 
1 - 3

2
w

\prime 2
0

\biggr) \biggr] \prime \prime 

+Nw
\prime \prime 

0 + f(w0, 0) = P0  - P , (21)

m \"w1 +

\biggl[ 
D

\biggl( 
1 - 3

2
w

\prime 2
0

\biggr) 
w

\prime \prime 

1  - 3Dw
\prime 

0w
\prime \prime 

0w
\prime 

1

\biggr] \prime \prime 

+

\biggl[ 
D

\biggl( 
1 - 3

2
w

\prime 2
0

\biggr) 
\.w
\prime \prime 

1  - 3Dw
\prime 

0w
\prime \prime 

0 \.w
\prime 

1

\biggr] 
+

+Nw
\prime \prime 

1 +
\partial f

\partial w
(w0, 0)w1 +

\partial f

\partial \.w
(w0, 0) \.w1 =  - \rho 0\varphi 1t(w0, y, t). (22)
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Если L(w(y, t)) взять в виде (12), то получим\biggl( 
Dw

\prime \prime 
0

(1 + w
\prime 2
0 )

3/2

\biggr) \prime \prime 

+Nw
\prime \prime 

0 + f(w0, 0) = P0  - P , (23)

\biggl[ 
D

(1 + w
\prime 2
0 )

3/2

\biggl( 
w

\prime \prime 

1  - 
3w

\prime 
0w

\prime \prime 
0

1 + w
\prime 2
0

w
\prime 

1

\biggr) \biggr] \prime \prime 

+

\biggl[ 
D

(1 + w
\prime 2
0 )

3/2

\biggl( 
\.w
\prime \prime 

1  - 
3w

\prime 
0w

\prime \prime 
0

1 + w
\prime 2
0

\.w
\prime 

1

\biggr) \biggr] \prime \prime 

+

+m \"w1 +Nw
\prime \prime 

1 +
\partial f

\partial w
(w0, 0)w1 +

\partial f

\partial \.w
(w0, 0) \.w1 =  - \rho 0\varphi 1t(w0, y, t). (24)

На основе полученных приближенных асимптотических уравнений построены
математические модели систем измерения давления в газожидкостных средах. Раз-
работаны методы решения начально-краевых задач для систем дифференциальных
уравнений с частными производными, соответствующих этим моделям [3-9]. Раз-
работан программный комплекс для математического моделирования механической
системы «трубопровод – датчик давления» [10]. Он предназначен для исследования
совместной динамики чувствительного элемента датчика давления и рабочей среды
в трубопроводе, соединяющем камеру сгорания двигателя с датчиком, и позволяет
получать графики функции w(y, t), характеризующей деформацию упругого элемен-
та датчика, при различном задании механических параметров системы, в том числе
при задании закона изменения давления рабочей среды в двигателе.

Для несжимаемой среды уравнение, описывающее движение газа или жидкости
в трубопроводе, имеет вид

\Phi xx + \Phi yy = 0, x \in ( - l, 0), y \in (0, h). (25)

Тогда математическая постановка задачи в модели несжимаемой среды включа-
ет уравнения (2)-(6), (25). Решение этой задачи представим в виде разложения (15).
Оператор L(w(y, t)) возьмем в виде (8), где функция f(w, \.w) = \gamma w + \alpha \.w (\gamma – коэф-
фициент жесткости основания, \alpha – коэффициент демпфирования основания). Тогда
асимптотическая модель задачи в первом приближении имеет вид

\varphi 1xx + \varphi 1yy = 0, (26)

\varphi 1y(x, 0, t) = \varphi 1y(x, h, t) = 0, (27)

Dw
\prime \prime \prime \prime 

0 +Nw
\prime \prime 

0 + \gamma w0 = P0  - P , (28)

m \"w1 +Dw
\prime \prime \prime \prime 

1 +Nw
\prime \prime 

1 + \beta \.w1
\prime \prime \prime \prime 

+ \gamma w1 + \alpha \.w1 =  - \rho 0\varphi 1t(w0(y), y, t), (29)

\varphi 1x(w0(y), y, t) - \varphi 1y(w0(y), y, t)w
\prime 

0(y) = \.w1(y, t), (30)

 - \rho 0\varphi 1t( - l, y, t) = P\ast (y, t), (31)

где P\ast (y, t) – избыточное давление на входе в трубопровод (в сечении x =  - l). Пред-
полагая a = 0, b = h, P\ast (y, t) = P\ast (t), потенциал \varphi 1(x, y, t) представим в виде

\varphi 1(x, y, t) =  - 
1

\rho 0

t\int 
0

P\ast (z)dz + (x+ l)\psi (t) + 2
\infty \sum 
n=1

\varphi 1n(t) \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}\lambda nysh\lambda n(x+ l), \lambda n =
n\pi 

h
.

(32)
Функция (32) удовлетворяет уравнению (26) и условиям (27), (31).
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Функция w1(y, t) отыскивается в виде разложения в ряд по полной на отрезке
[0, h] системе функций \{ qn(y)\} \infty n=1, удовлетворяющих граничным условиям, соответ-
ствующим условиям закрепления пластины.

При шарнирном закреплении концов упругого элемента (w(0, t) = w
\prime \prime 
(0, t) = 0,

w(h, t) = w
\prime \prime 
(h, t) = 0) функцию w1(y, t) будем искать в виде

w1(y, t) =
\infty \sum 
n=1

wn(t) \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\lambda ny, \lambda n =
n\pi 

h
.

Для жесткого защемления концов упругого элемента (w(0, t) = w
\prime 
(0, t) = 0,

w(h, t) = w
\prime 
(h, t) = 0) функция w1(y, t) ищется в виде

w1(y, t) =
\infty \sum 
n=1

wn(t)\xi n(y),

где \xi n(y) = \mathrm{c}\mathrm{h}(\mu ny) - \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}(\mu ny) - 
\mathrm{c}\mathrm{h}(\mu nh) - \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}(\mu nh)

\mathrm{s}\mathrm{h}(\mu nh) - \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}(\mu nh)
(\mathrm{s}\mathrm{h}(\mu ny) - \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}(\mu ny)) и \mu n находятся

из уравнения \mathrm{c}\mathrm{h}(\mu nh) \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}(\mu nh) = 1.
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Asymptotic analysis of the mathematical model of the

system «pipeline - pressure sensor»

P.A. Velmisov, Yu.A. Tamarova, N.D. Aleksanin, G.A. Ankilov

Ulyanovsk State Technical University

Abstract: Mathematical models of the mechanical system «pipeline - pressure sensor»,
designed to control the pressure of the working medium in the combustion chambers
of engines, are considered. Asymptotic equations are obtained that describe the joint
dynamics of the elastic sensitive element of the pressure sensor and the working
medium in the pipeline. Methods for solving the corresponding initial-boundary value
problems for systems of differential equations with partial derivatives are developed.

Keywords: sensor, elastic element, pipeline, dynamics, differential equations.
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УДК 001.891.57

Математическое моделирование динамики

метастазирования опухолей*

Гончарова А.Б., Колпак Е.П., Виль М.Ю.

Санкт-Петербургский государственный университет

Аннотация: Процесс распространения опухоли по пораженному органу пред-
ставляет собой интерференционную конкуренцию опухолевых и здоровых клеток
и учитывает ангиогенез опухоли. Представлено расширение построенной модели,
основанное на компартментном моделировании, которое имитирует способность
злокачественных опухолей к метастазированию и образованию новых очагов по-
ражения. Предполагается, что вторичные опухоли обладают теми же свойствами,
что и первичное поражение. В модели с метастазированием рассматриваются два
варианта доставки лечения: осуществление постоянного непрерывного лечения и
осуществление дискретной доставки лекарств с использованием повторных или
запланированных доз. В обеих моделях лечения предполагается, что лекарства
потребляются только для подавления злокачественных клеток, а их побочными
эффектами пренебрегают. Результаты имитационного моделирования с метаста-
зированием проведены в приложении MATLAB SimBiology Model Analyzer.

Ключевые слова: раковое заболевание, ангиогенез, метастазы, модель лечения,
MATLAB SimBiology, математическое моделирование, компартмент-модель.

1. Введение

По оценкам Всемирной организации здравоохранения, рак является второй по ча-
стоте причиной смерти в мире, уступая только сердечно-сосудистым заболеваниям.
В 2020 году во всем мире было зарегистрировано более 19 миллионов новых случаев
рака и почти 10 миллионов смертей, вызванных раком. Между тем, если нынеш-
ние тенденции сохранятся, ожидается, что к 2040 году число новых случаев рака в
год возрастет до 28 миллионов, что на 47 % больше, чем в 2020 году [1]. В борьбе с
раком важны не только ранняя диагностика и своевременная эффективная медицин-
ская помощь пациенту, но и прогнозирование динамики заболевания. Для этой цели
используются математические модели заболеваний с последующим имитационным
моделированием [2]. Вводя контроль в виде функции, описывающей лечение (напри-
мер, введение лекарственного средства) в модель заболевания [3], можно оценить его
эффективность, рассчитать необходимые дозировки, спрогнозировать влияние лече-
ния на опухоль и сократить время на доклинические исследования новых лекарств
и методов лечения.

2. Материалы и методы

Для оценки адекватности построенной модели, сопоставления результатов ее мо-
делирования со статистическими данными, а также анализа построенных моделей
используются программные средства, специально разработанные для этих целей. Од-

*Работа выполнена при поддержке Санкт-Петербургского государственного университета, идентифика-
тор проекта: 94062114
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ним из таких инструментов является программное обеспечение MATLAB SimBiology,
которое предоставляет приложения и программные инструменты для моделирования
и анализа динамических систем, уделяя особое внимание количественной системной
фармакологии (QSP), фармакокинетике на физиологической основе (PBPK), фар-
макокинетике/фармакодинамике (PK/PD) и приложениям для биологических си-
стем [4]. Этот пакет предоставляет возможность создавать модели программно с
использованием языка MATLAB или интерактивно с помощью редактора блок-схем
SimBiology в приложении SimBiology Model Builder.

3. Математическая модель онкологического заболевания

Процесс распространения опухоли по пораженному органу можно рассматривать
как конкуренцию двух типов клеток (нормальных и злокачественных) за функцио-
нальное пространство [5, 6]. Следует принимать во внимание интенсивное прораста-
ние злокачественных новообразований новыми капиллярами (ангиогенез) [7]. Такой
процесс можно рассматривать как появление источника питания, доступного только
для опухолевых клеток. Математическая модель, разработанная в [8], представлена
системой обыкновенных дифференциальных уравнений:\left\{               

du

dt
= \mu uu

\biggl( 
1 + a1

E

d+ E
 - v + u

K

\biggr) 
,

dv

dt
= \mu vv

\biggl( 
1 - v + u

K

\biggr) 
,

dE

dt
= CE(E0  - E) - \mu uua2

E

d+ E
,

(1)

где u и v – количество злокачественных и нормальных клеток соответственно, K
– размер функционального пространства, \mu u и \mu v – параметры, характеризующие
темпы роста клеточных популяций, E – объем питания. В правой части системы

уравнений (1) выражения  - \mu uu
2

K
и  - \mu vv

2

K
описывают ограниченную скорость раз-

множения опухолевых и нормальных клеток, соответственно, из-за ограниченного
размера функционального пространства K, термины  - \mu uuv

K
и  - \mu vvu

K
– конкуриру-

ющее влияние делящихся и нормальных клеток друг на друга в одном и том же функ-
циональном пространстве. Третье уравнение в этой модели описывает потребление
питательных веществ. В этом уравнении E0 – это количество «резервного» питания,
присутствующего в системе при отсутствии опухолевых клеток, a2 – параметр, харак-
теризующий скорость потребления питательных веществ, CE – скорость, с которой

дополнительное питание поступает в функциональное пространство, \mu uua1
E

d+ E
–

скорость пролиферации опухолевых клеток за счет дополнительного питания, рас-

считанная по формуле Моно, \mu uua2
E

d+ E
– скорость потребления питательных ве-

ществ, d – параметр. Предполагается, что K = 1, тогда u и v определяются как доли
от общего размера функционального пространства.

4. Реализация модели в приложении MATLAB SimBiology

Для реализации системы (1) в приложении SimBiology Model Builder u, v и E, со-
ответствующие одноименным объектам модели, добавляются в созданный по умол-
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Рис. 1. Блок-схема модели в приложении SimBiology Model Builder

чанию отсек (рис. 1).
Разновидности в SimBiology – это объекты, представляющие количества, концен-

трации или фракции. Задаются параметры системы уравнений (1): \mu u, \mu v, a1, a2, d, CE,
а также E0. Процессы, происходящие с видом или группами видов в результате вза-
имодействия, описываются в SimBiology с помощью реакций. Члены правых частей
системы уравнений (1), также реализуются с помощью реакций. В зависимости от
типа реакции и роли в ней того или иного вида [9] формируется уравнение динами-
ки для этого вида с учетом скорости этой реакции. Реакции, реализующие систему
уравнений (1) в SimBiology, а также их скорости приведены в таблице 1.

Таблица 1. Записи реакций и их скоростей для модели онкологического заболевания

№ Запись реакции Скорость реакции № Запись реакции Скорость реакции

1 u\leftarrow \rightarrow 2u \mu uu - \mu uu
2 5 u+ v \rightarrow v \mu vuv

2 u+ v \rightarrow v \mu vuv 6 E \rightarrow 2E CE(E0  - E)

3 u+ E \rightarrow 2u+ E \mu uua1
E

d+ E
7 u+ E \rightarrow u \mu uua2

E

d+ E

4 v \leftarrow \rightarrow 2v \mu vv  - \mu vv
2

5. Метастазирование

Одной из особенностей злокачественного новообразования, отличающей его от
доброкачественных новообразований, является его способность к метастазированию.
Метастазирование рассматривается как процесс образования вторичных опухолевых
очагов (метастазов) в результате распространения злокачественных клеток из пер-
вичного очага в другие ткани с образованием в них новых очагов. Распространение
раковых клеток происходит после их механического отделения от основного очага
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поражения через кровеносную или лимфатическую систему. Этот процесс является
одной из наиболее серьезных проблем в лечении рака, поскольку в 90 % случаев
в результате образуются метастазы, приводящие к смерти онкологического боль-
ного [10, 11]. Способность опухолевых клеток проникать в кровь или лимфу в ма-
тематической модели метастазирования рассматривается как процесс непрерывного
«перелива» доли раковых клеток c (c << 1) из первичного очага во вторичный.
Считается, что клетки могут распространяться по всему организму, образуя новые
очаги роста опухолевых клеток. При этом учитывается вероятность s (s << 1) вы-
живаемости этих клеток вне «материнской» опухоли и возможность их прикрепле-
ния к отдаленным органам. Для случая n очагов метастазов, начиная с первого по
n-ый, опухолевые клетки последовательно распределяются по ним. С учетом сделан-
ных предположений модель распространение опухолевых клеток по отсекам-очагам
с учетом (1) принимает вид (i = 1, n). В уравнениях (2) c0 = 0, s0 = 0 (поток клеток
в первый отсек отсутствует), cn = 0 (отток клеток из n-ого отсека отсутствует).\left\{               

dui
dt

= \mu uiui

\biggl( 
1 + a1

Ei
d+ Ei

 - ui  - vi)
\biggr) 
+ ci - 1si - 1ui - 1  - ciui,

dvi
dt

= \mu vivi (1 - ui  - vi) ,

dEi
dt

= CE(E0  - Ei) - \mu uiuia2
Ei

d+ Ei
.

(2)

В системе уравнений (2) предполагается равенство параметров метастазирования
и первичной опухоли. В клинической практике онкологические заболевания в зави-
симости от размера опухоли делятся на четыре стадии, которые можно сравнить с
четырьмя равными частями функционального пространства для опухолевых клеток.
Из системы (1) следует:

0 < u < 1 + a1
E0

d+ E0

= u\infty , (3)

т. е. объем функционального пространства для u не превышает u\infty . Поэтому стадии
заболевания могут быть заданы следующим образом: 0 < u \leq 0.25u\infty – I стадия;
0.25u\infty < u \leq 0.5u\infty – II стадия; 0.5u\infty < u \leq 0.75u\infty – III стадия; 0.75u\infty \leq u
– IV стадия. Из анализа статистических данных [7, 8, 12, 13] следует, что наиболее
вероятное начало метастазирования – достижение третьей стадии заболевания. С
учетом этого в модели (2) принимается, ci = 0 (i = 1, n - 1), если ui < 0.5u\infty .

Из приведенной выше системы уравнений (2), описывающей динамику в отсеках
1-4, мы можем видеть, что они похожи друг на друга, за исключением членов урав-
нения, учитывающих переход опухолевых клеток между отсеками. Поэтому, чтобы
построить модель метастазирования, описанную выше, дублируется модель, струк-
турная схема которой показана на рис. 1. Для систем уравнений (2) создается единый
отсек, содержащий отсеки 1-4 и связывающий их.

Химиотерапия проводится путем периодического введения препаратов, которые
воздействуют на злокачественные клетки при контакте с ними. В клинической прак-
тике лекарственные препараты вводят в течение двух-трех недель [14]. В то же время
лечение с периодическим применением методов, отличных от химиотерапии, может
длиться от нескольких месяцев до нескольких лет. Это говорит о том, что лекарства
непрерывно вводятся во время лечения, их концентрация поддерживается постоян-
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Рис. 2. Результаты имитационного моделирования с непрерывной (а) и дискретной (б) обработкой

ной, а потребление лекарств идет только на подавление раковых клеток.

Drug =

\Biggl\{ 
Drug0, если t \in [t1; t2],

0, если t /\in [t1; t2],
(4)

где t1 – время начала лечения, t2 – время окончания лечения. В то же время в систему
уравнений (2) будет добавлен новый член для уравнений динамики злокачественных
клеток:  - uiliDrug. Этот термин описывает скорость потребления лекарственного
средства для подавления злокачественных клеток в i-ом отсеке, li – параметр, от-
ражающий эффективность действия лекарственного средства на злокачественные
клетки в i-ом компартменте.

На рис. 2 показаны результаты моделирования для непрерывной (2a) и дискрет-
ной (2b) моделей. Предполагается, что непрерывное лечение проводится в течение
года (от 2000-го до 2365-го дня заболевания), Drug = 0.007. Дискретное лечение
предполагает, что препарат в дозе Drug = 0.5 вводится один раз в три месяца – 4
раза, начиная с 2000-го дня заболевания.

6. Заключение

В работе представлен механизм построения модели онкологического заболева-
ния, ее модификации для метастазирования и два вида лечения. Другие матема-
тические модели, описываемые обыкновенными дифференциальными уравнениями,
могут быть реализованы с использованием этого механизма. Основываясь на постро-
енных моделях, можно изучать влияние различных лекарств на заболевание и оцени-
вать эффективность новых экспериментальных препаратов в доклинических иссле-
дованиях. Варьируя исходные данные, можно смоделировать динамику заболевания
не с момента возникновения, а с момента постановки диагноза. Модель метастазиро-
вания в данной работе рассматривается как линейное распространение опухоли по
органам, но может быть изменена с учетом информации о заболевании.
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Mathematical modeling of tumor cells metastasis

dynamics

A.B. Goncharova, E.P. Kolpak, M.Yu. Vil’

St. Petersburg State University

Abstract: The process of tumor spread through the affected organ is an interference
competition of tumor and healthy cells and takes into account the angiogenesis of
the tumor. An extension of the constructed model based on compartment modeling,
which simulates the ability of malignant tumors to metastasize and form new lesions,
is presented. It is assumed that secondary tumors have the same properties as the
primary lesion. In the metastasis model, two treatment delivery options are considered:
the implementation of continuous continuous treatment and the implementation of
discrete drug delivery using repeated or scheduled doses. In both treatment models,
it is assumed that drugs are used only to suppress malignant cells, and their side
effects are neglected. The results of simulation with metastasis were carried out in the
MATLAB SimBiology Model Analyzer application.

Keywords: cancer, angiogenesis, metastases, treatment model, MATLAB SimBiology,
mathematical modeling, compartment model.
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УДК 517.91

О дуге, соединяющей грубый диффеоморфизм на

3-торе с растягивающимся аттрактором и

гиперболический автоморфизм Аносова*

Гринес В.З. 1, Круглов Е.В.2, Починка О.В.1

Национальный исследовательский университет «Высшая школа экономики»1,
Национальный исследовательский Нижегородский государственный

университет им. Н.И. Лобачевского2

Аннотация: Хирургия Смейла [1] на трехмерном торе позволяет получить из ано-
совского автоморфизма коразмерности 1 так называемый DA-диффеоморфизм.
При этом в классической модели DA-диффеоморфизм имеет единственное нетри-
виальное базисное множество, являющееся двумерным растягивающимся аттрак-
тором, а остальные базисные множества являются тривиальными источниками.
Динамика произвольного структурно устойчивого 3-диффеоморфизма с таким
нетривиальным базисным множеством является обобщением динамики класси-
ческого DA-диффеоморфизма: обобщенный DA-диффеоморфизм, как и класси-
ческий, существует только на трехмерном торе и имеет единственное нетриви-
альное базисное множество, при этом тривиальным базисным множеством та-
кого диффеоморфизма, кроме источниковой, может быть еще и седловая орби-
та. Однако, соответствующая хирургической операции Смейла дуга диффеомор-
физмов не является даже умеренно устойчивой. Ш. Ньюхаусом, Дж. Палисом
и Ф. Такенсом [2] высказана гипотеза о построении умеренно устойчивой дуги
между диффеоморфизмом Аносова и DA-диффеоморфизмом. Настоящая рабо-
та посвящена построению умеренно устойчивой дуги, проходящей через простые
бифуркации типа седло-узел или удвоения периода, соединяющей структурно
устойчивый 3-диффеоморфизм с двумерным растягивающимся аттрактором и
гиперболический автоморфизм Аносова.

Ключевые слова: диффеоморфизм Аносова, бифуркация седло-узел, удвоение пе-
риода

1. Формулировка результатов

В работе рассматриваются А-диффеоморфизмы f , заданные на замкнутом трех-
мерном многообразииM3. В силу спектральной теоремы Смейла неблуждающее мно-
жество такого диффеоморфизма состоит из конечного числа базисных множеств. Ес-
ли размерность базисного множества равна трем (\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m}\Lambda = 3), то, в силу [3, 4], \Lambda =
M3 = \BbbT 3, индуцированный диффеоморфизмом f изоморфизм f\ast : \pi 1(\BbbT 3) \rightarrow \pi 1(\BbbT 3)
определяется унимодулярной гиперболической (не имеющей собственных значений,

*Исследование выполнено при поддержке гранта РНФ (проект 23-71-30008).
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по модулю равных единице) матрицей Af \in GL(3,\BbbZ )

Af =

\left(      
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

\right)      
и f топологически сопряжен алгебраическому автоморфизму \widehat Af : \BbbT 3 \rightarrow \BbbT 3, опреде-
ленному формулой

\widehat Af (x, y, z) = (a11x+ a12y + a13z, a21x+ a22y + a12z, a31x+ a32y + a33z) (\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} 1).

Если размерность базисного множества равна двум (\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m}\Lambda = 2), то, в силу [5],
\Lambda является аттрактором (либо репеллером), т. е. обладает замкнутой окрестностью
U\Lambda \subset M3 такой, что f(U\Lambda ) \subset int U\Lambda ,

\bigcap 
k\in \BbbN 

fk(U\Lambda ) = \Lambda (f - 1(U\Lambda ) \subset int U\Lambda ,
\bigcap 
k\in \BbbN 

f - k(U\Lambda ) =

\Lambda ). В этом случае \Lambda =
\bigcup 
x\in \Lambda 

W u(x) (\Lambda =
\bigcup 
x\in \Lambda 

W s(x)). При этом

1) если \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m}W u(x) = 2 (\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m}W s(x) = 2), то аттрактор (репеллер) \Lambda называется
растягивающимся (сжимающимся) и, в силу [5], имеет локальную структуру пря-
мого произведения канторова множества на 2-диск;

2) если \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m}W u(x) = 1 (\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m}W s(x) = 1), то, согласно [6, Теоремы 1, 2] и [7,
Corollary 1.2], каждая компонента связности аттрактора (репеллера) \Lambda гомеоморфна
2-тору.

В настоящей работе рассмаривается класс G структурно устойчивых 3-диффео-
морфизмов, неблуждающее множество которых содержит двумерный растягиваю-
щийся аттрактор \Lambda . Из результатов работ [8,9] следует, что остальные базисные мно-
жества любого диффеоморфизма f \in G являются тривиальными, а несущее многооб-
разие M3 диффеоморфно трехмерному тору \BbbT 3. В работах [10,11] доказано, что для
любого диффеоморфизма f \in G индуцированный изоморфизм f\ast : \pi 1(\BbbT 3) \rightarrow \pi 1(\BbbT 3)
определяется унимодулярной гиперболической матрицей Af .

Рассмотрим однопараметрическое семейство диффеоморфизмов (дугу) \varphi t :M3 \rightarrow 
M3, t \in [0, 1]. Дуга \varphi t называется гладкой, если отображение F :M3\times [0, 1]\rightarrow M3, за-
данное формулой F (x, t) = \varphi t(x), является диффеотопией – гладким отображением,
которое при каждом фиксированном t является диффеоморфизмом.

Согласно [2], гладкие дуги \varphi t, \varphi \prime 
t называются умеренно сопряженными, если су-

ществуют гомеоморфизмы \tau : [0, 1] \rightarrow [0, 1], Ht : M3 \rightarrow M3 такие, что Ht\varphi t =
\varphi \prime 
\tau (t)Ht, t \in [0, 1]. Если, при этом, семейство гомеоморфизмов Ht непрерывно зависит

от t, то дуги называются сопряженными.
Гладкая дуга \varphi t называется (умеренно) устойчивой, если она имеет открытую

окрестность в пространстве диффеотопий такую, что любая дуга из этой окрестности
(умеренно) сопряжена дуге \varphi t.

Основным результатом работы является следующая теорема.

Теорема 1. Для любого диффеоморфизма f \in G существует умеренно устойчивая
дуга \xi t : \BbbT 3 \rightarrow \BbbT 3, t \in [0, 1], соединяющая \xi 0 = f с гиперболическим автоморфизмом

\xi 1 = \widehat Af .
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2. Схема построения дуги

Пусть f \in G. Согласно [3], среди гомотопных тождественному непрерывных отоб-
ражений тора \BbbT 3 существует единственное отображение hf : \BbbT 3 \rightarrow \BbbT 3, полусопряга-
ющее диффеоморфизм f с диффеоморфизмом \widehat Af . В силу [10, 11] hf (\Lambda ) = \BbbT 3, и
множество Bf = \{ x \in \BbbT 3 : h - 1

f (x) состоит из более, чем одной точки\} есть объеди-
нение периодических седловых точек P i

f , i \in \{ 1, . . . , kf\} диффеоморфизма \widehat Af и их
двумерных неустойчивых многообразий, причем h - 1

f (P i
f ) = lif \cup bif .

Обозначим через F s одномерное слоение тора \BbbT 3, состоящее устойчивых много-
образий неблуждающих точек диффеоморфизма \widehat Af .

Обозначим через G0 \subset G множество таких диффеоморфизмов f , для которых
множество T if состоит из единственной источниковой точки \alpha if и дуга lif является
гладкой.

Пусть f \in G. В настоящем разделе мы опишем этапы построения умеренно устой-
чивой дуги \xi t : \BbbT 3 \rightarrow \BbbT 3, t \in [0, 1], соединяющей диффеоморфизм \xi 0 = f с гипербо-
лическим автоморфизмом тора \xi 1 = \widehat Af .

Шаг 1. Тривиализация регулярной динамики диффеоморфизма f .

Предложение 1 ( [12]). Для каждого диффеоморфизма f \in G существует умерен-
но устойчивая дуга \zeta t : \BbbT 3 \rightarrow \BbbT 3, t \in [0, 1], соединяющая диффеоморфизм \zeta 0 = f с
некоторым диффеоморфизмом \zeta 1 = g \in G0.

Шаг 2. Построение модельного диффеоморфизма g0 \in G0, топологиче-

ски сопряженного диффеоморфизму g.

Лемма 1. Существует умеренно устойчивая дуга \eta t : \BbbT 3 \rightarrow \BbbT 3, t \in [0, 1], соеди-

няющая диффеоморфизм \eta 0 = \widehat Af с некоторым диффеоморфизмом \eta 1 = g0 \in G0 и
обладающая следующими свойствами:

1) устойчивое многообразие любой неблуждающей точки диффеоморфизма \eta t, t \in 
[0, 1] является подмножеством слоя слоения F s;

2) любой диффеоморфизм \eta t, t \in [0, 1] совпадает с диффеоморфизмом \widehat Af вне

множества U =
kf\bigcup 
i=1

Ui, где Ui – некоторая окрестность точки P i
f .

Шаг 3. Приведение связок в каноническое положение.

Лемма 2. Существует дуга без бифуркаций \nu t : \BbbT 3 \rightarrow \BbbT 3, t \in [0, 1], соединяющая
диффеоморфизм \nu 0 = g с некоторым диффеоморфизмом \nu 1 \in G0 таким, что

(li\nu 1 \cup b
i
\nu 1
) \cap Ui = (lig0 \cup b

i
g0
) \cap Ui.

Лемма 3. Существует дуга без бифуркаций \mu t : \BbbT 3 \rightarrow \BbbT 3, t \in [0, 1], соединяющая
диффеоморфизм \mu 0 = \nu 1 с некоторым диффеоморфизмом \mu 1 \in G0 таким, что

\mu 1| U = g0| U .

Лемма 4. Существует дуга без бифуркаций \lambda t : \BbbT 3 \rightarrow \BbbT 3, t \in [0, 1], соединяющая
диффеоморфизм \lambda 0 = \mu 1 с некоторым диффеоморфизмом \lambda 1 \in G0 таким, что

1) \lambda t| U = g0| U ;
2) пересечение устойчивого многообразия любой неблуждающей точки диффео-

морфизма \lambda 1 с множеством U является подмножеством слоя слоения F s.
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Обозначим через \beta t : \BbbT 3 \rightarrow \BbbT 3, t \in [0, 1] гладкую дугу, совпадающую с \lambda  - 1
1 \eta 1 - t

на множестве U и тождественную вне этого множества. Тогда дуга \lambda 1\beta t соединяет
диффеоморфизм \lambda 1 с некоторым аносовским диффеоморфизмом a = \lambda 1\beta 1, локально
совпадающим с гиперболическим автоморфизмом \widehat Af . Из результатов работы [13]
следует, что существует дуга без бифуркаций, связывающая диффеоморфизм a с
автоморфизмом \widehat Af .
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On the arc connecting a rough diffeomorphism on a

3-torus with a expanding attractor and Anosov

hyperbolic automorphism

V.Z. Grines 1, E.V. Kruglov2, O.V. Pochinka1

National Research University Higher School of Economics1,
National Research Lobachevsky State University of Nizhny Novgorod2

Abstract: Smale’s surgery on a three-dimensional torus makes it possible to obtain
a so-called DA-diffeomorphism from an Anosov automorphism of codimension 1.
Moreover, in the classical model, the DA-diffeomorphism has a single nontrivial basis
set, which is a two-dimensional expanding attractor, and the remaining basis sets
are trivial sources. The dynamics of an arbitrary structurally stable 3-diffeomorphism
with such a nontrivial basis set is a generalization of the dynamics of classical DA-
diffeomorphism: a generalized DA-diffeomorphism, like the classical one, exists only
on a three-dimensional torus and has a single nontrivial basis set, while a saddle orbit
can also be a trivial basis set of such a diffeomorphism, in addition to the source one.
However, the arc of diffeomorphisms corresponding to Smale’s surgical operation is not
even mildly stable. By S. Newhouse, J. Palis and F. Thus, a hypothesis was proposed
about the construction of a mildly stable arc between the Anosov diffeomorphism and
the DA-diffeomorphism. In this paper, we discuss the construction of a mildly stable
arc passing through simple saddle-node or flip bifurcations, connecting a structurally
stable 3-diffeomorphism with a two-dimensional expanding attractor and an Anosov
hyperbolic automorphism.

Keywords: Anosov diffeomorphism, saddle-node bifurcation, flip bifurcation
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3. Franks J. “Anocov Diffeomorphisms, ”Global Analysis. Proc. Simp. in Pure Math.,
1970. P. 61-94.

4. Newhouse S.H. On codimension one Anosov diffeomorphisms // Amer. J. Math., 92,
3 (1970). P. 761-770.

5. Plykin R. V. The topology of basis sets for Smale diffeomorphisms // Mathematics
of the USSR-Sbornik, 1971. Vol. 13. Issue 2. P. 297–307.

6. Grines V.Z., Zhuzhoma E.V.,Medvedev V.S. On Morse–Smale Diffeomorphisms with
Four Periodic Points on Closed Orientable Manifoldsх // Mathematical Notes, 2003.
Vol.74, Issue 3. P. 352–366.

7. Brown A. Nonexpanding attractors: conjugacy to algebraic models and classification
in 3-manifolds// Journ. of Modern Dyn. 2010. 3, No.4. P. 517-548.

52



XVI Международная научная конференция

«Дифференциальные уравнения и их приложения в математическом моделировании»

Саранск, 17-20 августа 2023 года

8. Grines V.Z., Zhuzhoma E.V. Structurally stable diffeomorphisms with basis sets of
codimension one Izvestiya: Mathematics, 2002. Vol.66, Issue 2. P. 223-284.

9. Grines V.Z., Zhuzhoma E.V. “On structurally stable diffeomorphisms with
codimension one expanding attractors,”Transactions of the American Mathematical
Society, 2005, 357 (2), P. 617-667.

10. Grines V.Z., E.V.Zhuzhoma. “The topological classification of orientable attractors
on the n-dimensional torus ”Russ. Math. Surv, 34 (4), 1979. P. 163-164

11. Grines V.Z., Zhuzhoma E.V. “Necessary and sufficient conditions for the topological
equivalence of orientable attractors on an n - dimensional torus, ”Differential and
Integral Equations. Gorkiy State University,1981. P. 89-93. [in Russian].

12. Grines V.Z., Kruglov E.V., Pochinka O.V. Scenario of a Simple Transition from a
Structurally Stable 3-Diffeomorphism with a Two-Dimensional Expanding Attractor
to a DA Diffeomorphism. Proc. Steklov Inst. Math. 308,2020. P. 141–154.

13. Gogolev A. Smooth conjugacy of Anosov diffeomorphisms on higher dimensional
tori. arXiv:0804.3901v3 [math.DS] 27 Sep 2008, 51 p.

53



XVI Международная научная конференция

«Дифференциальные уравнения и их приложения в математическом моделировании»

Саранск, 17-20 августа 2023 года

УДК 519.63

Дифференциальные уравнения в оптимизации

каталитических процессов с использованием

суперкомьютерного моделирования*

Губайдуллин И.М.1,2, Коледина К.Ф.1,2

Институт нефтехимии и катализа УФИЦ РАН1,
Уфимский государственный нефтяной технический университет2

Аннотация: В работе представлены результаты исследования двух промышлен-
но важных процессов с научными группами из других регионов. Показаны общие
подходы и преимущества каждой из групп: 1) МГТУ им. Н.Э. Баумана – поли-
меризация, т. е. процесс образования высокомолекулярного вещества (полиме-
ра) путём многократного присоединения молекул низкомолекулярного вещества
(мономера) к активным центрам в растущей молекуле полимера; 2) ИПМ им.
М.В. Келдыша РАН – течение углеводородного флюида в проточном химиче-
ском реакторе со слоем катализатора. В результате совместной работы получе-
ны: комплексные математические модели, учитывающие сверхжесткость диффе-
ренциальных уравнений и включающие квазигидродинамическую систему урав-
нений, дополненную уравнениями теплопроводности и уравнениями конвекции-
диффузии-реакции для концентраций компонент флюида; специализированная
методика решения систем дифференциальных уравнений на основе сеточных ме-
тодов; параллельная реализация численных алгоритмов на базе технологий MPI
и OpenMP; комплекс программ для решения выбранных класса задач; цифровая
платформа для проведения масштабных вычислительных экспериментов.

Ключевые слова: математическое моделирование, полимеризация, сверхжесткие
дифференциальные уравнения, углеводородный флюид, численные методы.

1. Постановка задачи

В последнее время предприятия нефтегазовой отрасли (буровые установки добы-
чи, транспортировки, первичная и вторичная переработка, нефтехимия) преимуще-
ственно использовали иностранные компьютерные программы для хранения и ана-
лиза данных, а также математического моделирования технологических процессов.
Зачастую эти программные комплексы работают по принципу «чёрного ящика» –
неизвестны математическое описание и алгоритмы решения задач, пользователю до-
ступны только входные и выходные (результаты работы программ) информационные
потоки. Опыт работы с такими комплексами показал, что у них имеются свои плюсы
и минусы. Из плюсов на сегодняшний день – бесспорно использование компьютер-
ных программ позволяет оперативно принимать оптимальные технические решения
химикам-технологам на заводах, что в свою очередь, влияет на качество и масштабы
выпускаемых продукций.

Очевидно, что доля программ на основе математического описания в виде си-
стем обыкновенных нелинейных дифференциальных уравнений (СОНДУ), а также
в виде уравнений в частных производных постоянно растет. Например, ужесточа-

*Работа выполнена в рамках государственного задания Института нефтехимии и катализа УФИЦ РАН
(тема № FMRS-2022-0078).
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ются требования к компонентному составу выпускаемых автомобильных бензинов и
топлив специального назначения. Если по стандарту Евро-6 требования к содержа-
нию бензола было 1%, то в Евро-7 – уже 0.8 %. Требования к плотности реактивного
топлива военного назначения – значения должны превышать 900 кг/м3 при 20\circ C.
Таких показателей можно добиться только на основе учёта быстрых и медленных
химических реакций. Математическое описание таких реакций представляет собой
сверхжёсткие СОНДУ, размерности которых порой достигает 100 тысяч уравнений.
Описание процессов тепломассопереноса на зерне катализатора с учётом химических
процессов в нелинейном многофазном потоке на основе эллиптических, гиперболи-
ческих и параболических уравнений в частных производных до сих пор нерешённая
практическая задача.

В данной работе представлены предварительные результаты совместного мате-
матического моделирования двух промышленно важных процессов с нашими колле-
гами. Первый процесс – полимеризация – процесс образования высокомолекулярного
вещества (полимера) путём многократного присоединения молекул низкомолекуляр-
ного вещества (мономера) к активным центрам в растущей молекуле полимера иссле-
дован совместно с МГТУ им. Н.Э. Баумана. Второй процесс – течения углеводород-
ного флюида в проточном химическом реакторе со слоем катализатора – совместно
с коллегами из ИПМ им. М.В. Келдыша РАН.

2. Математическая постановка задачи моделирования процесса
полимеризации

Молекула мономера, входящая в состав полимера, образует так называемое моно-
мерное (структурное) звено. Элементный состав (молекулярные формулы) мономера
и полимера приблизительно одинаков. При описании кинетики полимеризации возни-
кает трудность в решении СОНДУ, так как число таких полимеров, а следовательно
и уравнений в СОНДУ, в общем случае, бесконечно.

Обычно исследователи прибегают к различным методам сокращения размерно-
сти, например – применению моментов. Однако есть исследования, где решение та-
ких СОНДУ осуществляется с большим числом уравнений напрямую. В настоящей
работе предлагается решать СОНДУ напрямую, ограничить систему и рассмотреть
число звеньев в полимере i до 8000.

Число уравнений в системе СОНДУ оценивается по формуле: 2+ (2 \cdot i+3 \cdot j), где
i – количество звеньев мономера, j – количество активных центров (АЦ). Требуется
рассчитать систему СОНДУ для i = 8000, j = 6, т. е. с числом дифференциальных
уравнений: 2+(2\cdot 8000+5)\cdot 6 = 96032 уравнений. Решатели систем СОНДУ [1,2], разра-
ботанные группой Маничева Владимира Борисовича, к.ф.-м.н. доцента кафедры РК6
(САПР) МГТУ им. Н. Э. Баумана предназначены для решения систем сверхжест-
ких СОНДУ очень большой размерности. Написана программа «MANZHUK» (скрипт)
на языке C для генерации систем дифференциальных уравнений в программы, опи-
сывающих процесс полимеризации. Получен достоверный результат для количества
уравнений порядка 2000. Выполнено сравнение с зарубежным математическим паке-
том MATLAB Octave. Сравнение показало улучшение результат почти на два порядка
точности.
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3. Математическая постановка задачи для течения углеводо-
родного флюида в проточном химическом реакторе со слоем
катализатора

В данном исследовании ИНК УФИЦ РАН представляют сотрудники лаборато-
рии математической химии и приготовления катализаторов, ИПМ им. М.В. Келды-
ша РАН – сотрудники отдела № 16 «Проблемы математического моделирования и
высокопроизводительных вычислений» во главе д.ф.-м.н. Поляковым Сергеем Вла-
димировичем.

В математической модели процесса необходимо как минимум иметь описание
четырех ее составляющих [3,4]:

1) сплошной среды для анализа поля течения флюида;
2) химических превращений;
3) пористого остова с разной степенью разрешения;
4) граничных эффектов.
Современные предлагаемые подходы к моделированию включают в себя: единое

осредненное описание всех процессов на основе закона Дарси с учетом упрощенной
химической кинетики и раздельное описание всех процессов и стадий на основе ме-
тодов расщепления и многомасштабности.

Таким образом, итоговый выбор многомасштабного подхода, сочетающий методы
сплошной среды и методы частиц заключается в разделение процессов на 4 блока:

1) течение двухфазной вязкой теплопроводной жидкости в пористой среде;
2) химические превращения;
3) деформации пористых материалов под действием давления и тепла;
4) граничные эффекты.
В первом приближении были следующие допущения [5]: несущей средой являет-

ся жидкая часть флюида; продукт реакции также является в основном жидкостью;
пористое тело не деформируется; граничные эффекты описываются на макроскопи-
ческом уровне. В этих предположениях в модели будут присутствовать две системы
уравнений – гидродинамическая и химическая, сопрягаемые в рамках схемы расщеп-
ления по физическим процессам. В качестве первой системы выбрана квазигидро-
динамическая (КГиД) система уравнений, развиваемая в работах Б.Н. Четверуш-
кина, Т.Г. Елизаровой, Ю.В. Шеретова, А.А. Злотника (ИПМ им. М.В, Келдыша
РАН, ТГУ, НИУ ВШЭ), дополненная уравнениями теплопроводности и уравнени-
ями конвекции-диффузии-реакции (КДР) для концентраций компонент флюида. В
качестве второй системы используется система уравнений химической кинетики [6],
описывающая процесс изомеризации в присутствии металлического катализатора,
предложенная группой И.М. Губайдуллина и К.Ф. Колединой (ИНК УФИЦ РАН),
она уточняет уравнения КДР.

В работе использованы следующие вычислительной математики:
1) сеточный метод конечных объемов;
2) гибридные нерегулярные сетки;
3) треугольные и четырехугольные ячейки;
4) явные и неявные схемы по времени;
5) итерации для нелинейности.
Для реализации представленных методов применены следующие технологии:
\diamond Расчетное ядро кода – язык программирования: ANSI C/C++;
\diamond Параллельные технологии – метод разделения области на домены и параллель-
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ные стандарты MPI, OpenMP.
Разработанные алгоритмы легли в основу созданной цифровой платформы, ко-

торая включает в себя [7]:
1) сервер управления (Linux);
2) Клиент (интерфейс пользователя) на Python (Windows, Linux);
3) переносимое расчетное ядро;
4) систему визуализации.

4. Заключение

Для исследования двух промышленно важных процессов полимеризации и изо-
меризации углеводородного флюида, стимулируемого катализатором в проточном
реакторе разработаны:

1. Комплексные математические модели, учитывающие сверхжесткость СОНДУ
и включающие квазигидродинамическую систему уравнений, дополненную уравне-
ниями теплопроводности и уравнениями конвекции-диффузии-реакции для концен-
траций компонент флюида.

2. Методика решения систем дифференциальных уравнений на основе сеточных
методов.

3. Параллельные реализации численных алгоритмов на базе технологий MPI и
OpenMP.

4. Комплекс программ для решения выбранных класса задач.
5. Цифровая платформа для проведения масштабных вычислительных экспери-

ментов.
По разным причинам промышленность отказалась от использования не отече-

ственных программных продуктов практически полностью. Для оперативного со-
здания отечественных программных продуктов необходима консолидация узких спе-
циалистов из разных регионов, из разных школ.

Сейчас сложилась патовая ситуация: университеты загружены в основном ненуж-
ными бумажными отчётами, часовая нагрузка с каждым годом увеличивается в сто-
рону аудиторных часов. Ведущим преподавателям некогда налаживать тесные кон-
такты с производством, да и менталитет таков: «если кому-то надо – придут». В
последнее время на публикации преподавателей, у которых основное место работы
университет, введен «мораторий». Академические институты переживают «молодеж-
ный голод». При этом маленькие стипендии и точечные гранты – не самая большая
проблема, наиболее остро стоит вопрос о перспективе работы молодых кандидатов и
докторов наук. Зарплаты остепенённых ученых и преподавателей не позволяют ве-
сти качественную научную и образовательную деятельность. Крупные нефтегазовые
компании г. Уфы создали свои научные центры, которые столкнулись со следующей
проблемой – раздутые штаты и низкая наукоемкость разработанных проектов. На
сегодняшний день единственным выходом из сложившейся ситуации видится объ-
единение лучших научных кадров вокруг решения конкретных производственных
задач и заключение прямых хозяйственных договоров с предприятиями. Эти работы
позволят также подключить будущих молодых ученых – студентов вузов.
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Abstract: The paper presents the results of a study of two industrially important
processes with scientific groups from other regions. The general approaches and advan-
tages of the groups are shown: 1) Bauman Moscow State Technical University –
polymerization, the process of formation of a high molecular weight substance (poly-
mer) by repeated attachment of molecules of a low molecular weight substance (mono-
mer) to active centers in a growing polymer molecule; 2) Keldysh Institute of Applied
Mathematics RAS – hydrocarbon fluid flow in a flow chemical reactor with a catalyst
bed. As a result of the joint approach, the following have been developed: complex
mathematical models that take into account the superrigidity of differential equations
and include a quasi-hydrodynamic system of equations, supplemented by heat conduc-
tion equations and convection-diffusion-reaction equations for fluid component concen-
trations; technique for solving systems of differential equations based on grid methods;
parallel algorithms for the implementation of numerical schemes based on MPI and
OpenMP technologies; a set of programs for solving the selected class of problems;
digital platform for conducting large-scale computational experiments.

Keywords: mathematical modeling, polymerization, superstiff differential equations,
hydrocarbon fluid, numerical methods.
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Анализ распределения тепла в пленке нитрида

ниобия на основе трехмерной модели при

импульсном воздействии электрического тока.

Данилова Е.В., Кузьмичев Н.Д., Васютин М.А.

Национальный исследовательский Мордовский государственный университет

Аннотация: В работе рассматривается процесс распространения тепла в пленке
NbN при прохождении через нее импульса тока на основе неоднородного трех-
мерного уравнения теплопроводности. Построена 3D модель системы «контакты-
пленка-подложка-окружение». Оценен максимальный нагрев пленки. Показано,
что материал контактов (бериллиевая бронза) обеспечивает эффективный теп-
лоотвод от сверхпроводящей пленки, находящейся в резистивном состоянии, при
протекании через нее тока большой плотности.

Ключевые слова: распределение тепла, неоднородное уравнение теплопроводно-
сти, 3D модель, краевая задача, контакты-пленка-подложка-окружение, пленка
NbN .

1. Введение

Сверхпроводящие пленки нитрида ниобия (NbN) имеют температуру перехода
в сверхпроводящее состояние (Tc) равную 12-17 K и являются одними из наиболее
перспективных и исследуемых материалов. За счет простоты изготовления, механи-
ческой прочности и радиационной устойчивости, пленки NbN активно используют-
ся в прикладных целях и фундаментальной науке. Математическое моделирование
процесса теплопереноса в системе «контакты-пленка-подложка-окружение» позво-
ляет определить максимальный нагрев пленки при заданной скважности импульса
электрического тока амплитудой близкой к критической плотности тока сверхпро-
водящего состояния NbN . В работе представлены расчеты 3D модели в ПО Comsol
Muitiphysics на основе трехмерного неоднородного уравнения теплопроводности с
учетом расположения теплоотводящих контактов на поверхности пленки NbN , а так-
же длительности и амплитуды импульса тока.

2. Постановка задачи

Рассмотрим систему «контакты-пленка-подложка-термостат» на примере пленки
нитрида ниобия, напыленной на кварцевую (SiO2) подложку (рис. 1).

Образец пленки NbN имеет размеры 9 мм\times 5 мм\times 400 нм. Толщина кварцевой
подложки равна 1 мм. Прижимные контакты из бериллиевой бронзы имеют шири-
ну 1 мм, толщину 0.13 мм, длину 5 мм и плотно прижаты к пленке. Они имеют
высокую теплопроводность при низких температурах. Теплообмен пленки в области
контакта происходит по закону Ньютона. Область контакта пленки с кварцевой под-
ложкой остается постоянной поддерживаемой в эксперименте и равной температуре
медной подложки (термостат). Для анализа системы использовалось неоднородное
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Рис. 1. Модель системы «контакты-пленка-подложка».

трехмерное уравнение теплопроводности:

\partial T

\partial t
 - a2\Delta T = Q, (1)

где T – температура пленки, t – время, x, y, z – координаты системы (рис. 1),

a2 =
\lambda 

\rho C
– коэффициент температуропроводности, C – теплоемкость пленки, \rho – ее

плотность, \lambda – ее коэффициент теплопроводности. Тепловыделение Q вычисляется
в соответствии с формулой

Q(x, y, z, t) =
P (x, y, z, t)

cNbN \cdot \rho NbN
,

P (x, y, z, t) – объёмная плотность мощности источника тепла (плёнки), cNbN = 17
Дж/(кг\cdot К) – удельная теплоёмкость плёнки при T = 14 K, \rho NbN = 8400 кг/м3 –
плотность плёнки [3]. В нашем случае сила тока линейно возрастает за время t0 от 0
до Imax. Величина P (x, y, z, t), определяемая законом Джоуля-Ленца:

P (x, y, z, t) \equiv P (t) =

\Biggl\{ 
\rho \cdot j20 \cdot t2, x \leq d, t \leq t0;

0, x > d, t > t0,

где \rho \approx 440\mu \omega \cdot cm – удельное сопротивление плёнки в нормальном состоянии,

j0 =
Imax
d\omega t0

, t0 = 0.25 мс, Imax = 1.12 А. Данные параметры взяты из условий реаль-
ного эксперимента по исследованию вольт-амперных характеристик пленок нитрида
ниобия, находящихся в резистивном состоянии 1-4, например, выше Tc. Начальное
условие определяет начальную температуру системы «контакты-пленка-подложка-
окружение» и в нашем случае мы задали равным: T (x, y, z, 0) = T0 = 14K. Граничное
условие при x = 0 определялось с учетом закона Ньютона для теплообмена между
пленкой и контактами (третья краевая задача):

dT
dx

(0, y, z, t) = H(y)[T (0, y, z, t) - T0]

В межконтактной области H = 0, в области контакта H = H0 = 50 мм - 1 [4].
Граничное условие при x = Lx имеет вид: T (Lx, y, z, t) = T0 = 14 К (первая краевая
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задача), Lx – толщина подложки вместе с пленкой. Боковые поверхности пленки
находятся при T = 14 К.

3. Методы и результаты решения

Для решения поставленной задачи использовалось ПО Comsol Muitiphysics. Пер-
вым шагом делаем построение модели с помощью блока Geometry (Геометрия). При
построении следует учитывать, что толщина пленки достаточна мала, а количество
элементов расчетной сетке в ней должна быть большое. С учетом этого фактора
необходимо связывать все элементы геометрии узлом Form Assembly и выключить
Create imprints. Вторым шагом приступаем к заданию материалов. Электросопро-
тивление пленки NbN слабо зависит от температуры и поэтому в расчетах эту за-
висимость можно не учитывать. Далее выставляем начальные условия. Для моде-
лирования джоулева нагрева следует использовать связку процедур Electric currents
с Heat transfer in solids через интерфейс Electromagnetic heating. Помимо стандарт-
ных интерфейсов Current Conservation, Electric Insulation, Initial Values и Continuity
добавляем интерфейс Terminal и задаем в него эффективное значение тока в импуль-
се, отметим области, которые должны быть источником тока – крайние контакты.
Переходя к интерфейсу Heat transfer in solids, добавляем Temperature и задаем зна-
чение температуры, указывая все охлаждаемые поверхности. Один из самых слож-
ных моментов расчета и построения является задание расчетной сетки. Самым опти-
мальным вариантом является построение квадратной сетки на поверхности пленки.
Необходимо протянуть ее по всей длине до изоляции через Swept, отметить через
Distribution количество слоев в доменах. Сетку на лапках можно оставить приз-
матичной. Заключительный этап – настройка решателя. В Comsol есть особенные
встроенные решатели для таких задач: Frequency-Stationary и Frequency-Transient.
Их особенность заключается в том, что потери электрической энергии система счи-
тает в частотном режиме, т. е. среднюю за период, а тепловой расчет проводит либо
в стационарном, либо во временном диапазоне. Такой решатель допустимо использо-
вать в том случае, если нам надо узнать распределение температуры в момент, сильно
больший по сравнению с периодом импульса. Это позволяет получить достаточно хо-
рошее решение за короткое время. Если использовать просто временной диапазон для
таких задач, она резко станет гораздо сложнее. В настройках Frequency-Stationary
выставляем частоту колебаний. Выполнив все необходимые настройки получаем 3D
модель распределения тепла в исследуемой системе (рис. 2-3).

4. Выводы

Как видно из результатов (рис. 2-3) максимальная температура нагрева состав-
ляет 14.76 К, и достигается в точке между 2 и 3 контактами. Данная работа под-
тверждает, что контакты из бериллиевой бронзы являются достаточным теплоот-
водом. Нагреванием самих контактов можно пренебречь так как масса и теплопро-
водность контактов много больше, чем пленки. Исследуемая модель показывает, что
токи высокой плотности (104  - 105 А/см2) ненамного (\sim 0.8 К) нагревают исследу-
емые образцы пленок, находящихся в резистивном состоянии благодаря контактам
из выбранного материала.
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а) b)

Рис. 2. Распределение тепла в пленке NbN после подачи импульса тока при t = t0 = 0.25 мс:
a) общий вид, b) вид сверху.

Рис. 3. Изоповерхность температуры исследуемой модели.
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Abstract: The paper considers the process of heat propagation in an NbN membrane
when a current pulse passes through it based on an inhomogeneous three-dimensional
thermal conductivity equation. A 3D model of the "contacts–membrane–substrate-
environment"system is constructed. The maximum heating of the membrane is estimated.
It is shown that the contact material (beryllium bronze BeCu) provides an effective
heat sink from a superconducting membrane in a resistive state when a high-density
current flows through it.

Keywords: heat transfer, inhomogeneous heat equation, boundary value problem,
beryllium bronze, NbN membrane.

References

1. Kuzmichev N.D., Vasyutin M.A., Danilova E.V., Lapshina E.A. Mathematical
modeling of heat transfer in a film-substrate-thermostat system when an electrically
conductive film is heated by a high-density pulsed current // Journal of the Middle
Volga Mathematical Society. 2021. Vol.23. No.1. P. 82-90.

2. Vasyutin M.A., Danilova E.V., Kuzmichev N.D. Estimation of the maximum
heating of the NbN film by a current pulse at low temperatures based on the
thermal conductivity equation // Thermophysics and aeromechanics. 2022. Vol.29.
No.3. P. 473–480.

3. Tables of physical quantities. Guide / Edited by I.K. Kikoin. M.: Atomizdat, 1976.
1008 p.

4. Vasyutin M.A., Kuzmichev N.D., Shilkin D.A. Modeling of the heat transfer process
of superconducting films in a resistive state // Journal of Technology. physics. 2021.
Vol.91. Issue 3. P. 538-541.

65



XVI Международная научная конференция

«Дифференциальные уравнения и их приложения в математическом моделировании»

Саранск, 17-20 августа 2023 года

УДК 517.91

Применение метода оптимального демпфирования

В.И. Зубова в задаче управления

четырехкарданной гироскопической системой*

Жабко А.П., Жабко Н.А., Яковлев П.В.

Санкт-Петербургский государственный университет

Аннотация: Рассматривается задача построения управления четырехкарданной
гироскопической системой, связанной с кабиной тренажера самолета. Четырех-
карданная система позволяет избежать проблемы наличия в стандартной трех-
карданной гироскопической системе так называемой «мертвой зоны» в случае,
когда оси двух карданов системы становятся коллинеарными или близкими к та-
ковым. Такие системы рассматриваются в работах разных авторов. Актуальным
остается вопрос выбора критерия оптимальности и построения соответствующего
оптимального управления. На основании связей между углами Эйлера движения
кабины, угловыми скоростями координатных осей кабины и углами вращения
карданов определены достаточные условия разрешимости задачи управления.
Предложен алгоритм построения управления карданной системой, оптимальный
по отношению к демпфированию переходных процессов движения, по методу
В.И. Зубова.

Ключевые слова: демпфирование, оптимальное управление, управление враще-
нием, гироскоп.

1. Введение

Данная работа посвящена описанию управлению тренажером, который можно
использовать при тренировке летчиков, космонавтов, спортсменов и цирковых ак-
робатов. Имеется в виду кабина самолета, допускающая реализацию произвольного
вращательного движения, которое является кусочно-гладким, т. е. непрерывным и
кусочно-непрерывно дифференцируемым. С этой целью рассматривается четырех-
карданная гироскопическая система [1,2]. В качестве метода оптимизации динамики
вращательного движения выбран метод оптимального демпфирования [3,4], посколь-
ку он позволяет в режиме реального времени минимизировать необходимые измене-
ния скоростей вращения карданов и, следовательно, минимизировать нагрузки на
карданные кольца. Исследование является продолжением работы [5].

2. Основные понятия и обозначения

Введем следующие обозначения.
ЗСК – земная система координат, ось X – продольная ось, WX – угловая ско-

рость поворота вокруг оси X (крен); ось Y – поперечная ось, WY – угловая скорость
поворота вокруг оси Y (тангаж); ось Z – нормальная ось, WZ – угловая скорость
поворота вокруг оси Z (рысканье).

*Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных исследований (про-
ект № 20-07-00531 А)
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Орты (i, j, k) обозначают правую систему координат ЗСК, причем i = X, j = Y ,
k = Z.

ССК – связанная с кабиной система координат
Рассмотрим систему из четырех карданов и связанные с ними системы координат:

\diamond внутренний (Inner) – (i4, j4, k4), i4 совпадает с продольной осью кабины самолета;
\diamond средний (Middle) – (i3, j3, k3);
\diamond внешний (Outer) – (i2, j2, k2);
\diamond дополнительный (Redundant) – (i1, j1, k1), , k1 = k – совпадает нормальной осью
ЗСК, причем, условия вложенности задаются равенствами: k1 = k, j2 = j1, k3 = k2,
i4 = i3.

Учитывая вложенность карданов введем в рассмотрение углы Эйлера:

\phi = \angle (i, i1) = \angle (j, j1), \psi = \angle (i1, i2) = \angle (k1, k2),

\theta = \angle (i2, i3) = \angle (j2, j3), \nu = \angle (j3, j4) = \angle (k3, k4).

Тогда матрицы преобразования координат определяются равенствами:

(i1, j1, k1) = (i, j, k) \cdot S1, S1(\phi ) =

\left(      
\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}\phi  - \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\phi 0

\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\phi \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}\phi 0

0 0 1

\right)      ,

(i2, j2, k2) = (i1, j1, k1) \cdot S2, S2(\psi ) =

\left(      
\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}\psi 0 \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\psi 

0 1 0

 - \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\psi 0 \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}\psi 

\right)      ,

(i3, j3, k3) = (i2, j2, k3) \cdot S3, S3(\theta ) =

\left(      
\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} \theta  - \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} \theta 0

\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} \theta \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} \theta 0

0 0 1

\right)      ,

(i4, j4, k4) = (i3, j3, k3) \cdot S4, S4(\nu ) =

\left(      
1 0 0

0 \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} \nu  - \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} \nu 

0 \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} \nu \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} \nu 

\right)      .

Отсюда получаем связь ЗСК и ССК:

(i4, j4, k4) = (i, j, k) \cdot S1(\phi ) \cdot S2(\psi ) \cdot S3(\theta ) \cdot S4(\nu ) = (i, j, k) \cdot H(t). (1)

Замечание 1. Далее считаем, что координаты (i4(t), j4(t), k4(t)) заданы непрерыв-
ными и кусочно-непрерывно дифференцируемыми функциями. Тогда нетрудно заме-
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тить, что преобразование координат карданов удовлетворяет равенству

(i4(t), j4(t), k4(t)) \cdot 

\left(      
0  - WZ(t) WY (t)

WZ(t) 0  - WX(t)

 - WY (t) WX(t) 0

\right)      = (i, j, k) \cdot 
d

dt
(H(t)) ,

где матрица перехода H(t) определена равенством (1).

3. Постановка задачи

Задача построения управления четырехкарданной системой заключается в опре-
делении углов поворотов карданов \phi (t), \psi (t), \theta (t), \nu (t) по заданному положению ка-
бины, т. е. по заданной матрице H(t), на интервале времени t \in [0, T ].

Обозначим через h1, h2, h3 столбцы матрицы H и e1, e2, e3 – стандартный базис в
R3.

Лемма 1. Если найдены непрерывные и кусочно-непрерывно дифференцируемые функ-
ции (\phi (t), \psi (t), \theta (t)), обеспечивающие равенство

S1(\phi ) \cdot S2(\psi ) \cdot S3(\theta ) \cdot e1 = h1, (2)

то существует единственное решение \nu (t) уравнения

S1(\phi ) \cdot S2(\psi ) \cdot S3(\theta ) \cdot S4(\nu ) = H(t). (3)

Причем функция \nu (t) определяется из системы уравнений\left(   hT1
hT2

\right)   \cdot S1(\phi ) \cdot S2(\psi ) \cdot S3(\theta ) \cdot 
\biggl( 
e2, e3

\biggr) 
=

\left(   \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} \nu \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} \nu 

 - \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} \nu \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} \nu 

\right)   . (4)

Таким образом, исходная задача построения управления гироскопической систе-
мой сводится к задаче о разрешимости системы (2).

Введем векторную функцию

\biggl( 
\alpha (t) \beta (t) \gamma (t)

\biggr) T
= ST1 (\phi (t)) \cdot h1.

Лемма 2 (достаточное условие разрешимости). Если | \beta (t)| < 1, то существу-
ет непрерывное и кусочно-непрерывно дифференцируемое решение (\psi (t), \theta (t)) систе-
мы (2).

4. Алгоритм построения законов вращения

С учетом условий разрешимости необходимо определить функцию \phi (t) таким
образом, чтобы выполнялось неравенство | \beta (t)| < 1. Очевидно, что, в силу орто-
нормированности матрицы H(t), таких функций имеется бесчисленное множество.
Поэтому можно предложить следующий алгоритм построения управлений:

1) выбираем необходимую программу тренировок в виде матрицы H(t);
2) определяем решение \phi (t) неравенства | \beta (t)| < 1;
3) опираясь на лемму 2, ищем решение системы (2);
4) определяем функцию \nu (t) из системы (4).

68



XVI Международная научная конференция

«Дифференциальные уравнения и их приложения в математическом моделировании»

Саранск, 17-20 августа 2023 года

5. Демпфирование динамики системы по отношению к измене-
нию углов вращения карданов

В работе [6] используется среднеквадратическое сглаживание скоростей измене-
ния углов карданов. В нашей работе мы предлагаем минимизировать максимальное
изменение скорости изменения углов, чтобы уменьшить вероятность критической
нагрузки на кардан.

Матрица H(t) является ортогональной, и ее элементы предполагаются непрерыв-
ными и кусочно-непрерывно дифференцируемыми функциями. Будем считать так-
же, что на рассматриваемом временном отрезке [0, T ] имеется конечное число разры-
вов первого рода. Тогда можно построить оптимальную демпфирующую функцию
по отношению к изменению углов вращения карданов в точках разрыва производной
элементов матрицы H(t).

Обозначим

\delta \.\phi = \.\phi (\^t+ 0) - \.\phi (\^t - 0), \delta \.\psi = \.\psi (\^t+ 0) - \.\psi (\^t - 0), (5)

\delta \.\theta = \.\theta (\^t+ 0) - \.\theta (\^t - 0), \delta \.\nu = \.\nu (\^t+ 0) - \.\nu (\^t - 0). (6)

При выполнении условий леммы 2, а именно, | \beta (t)| < 1, существует решение
системы уравнений (3).

Тогда демпфирующий функционал суть V (\phi (t), H(t)) = \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}\{ | \.\delta \psi | , | \.\delta \theta | , | \.\delta \nu | \} ,

V (\phi (t), H(t))\rightarrow \mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}
\phi (t):| \beta (t)| <1

, t \in [0 : T ].

Замечание 2. В случае реализации алгоритма, описанного в п. 4, функцию \phi (t)
можно выбрать непрерывной, получив тем самым верхнюю оценку оптимального
решения от количества разрывов и величины скачков производной матрицы H(y).

Ниже приведены рисунки, иллюстрирующие моделирование работы четырехкар-
даной системы.

Рис. 1. Углы карданов. Фиксированный
дополнительный кардан.

Рис. 2. Углы карданов. Активный
дополнительный кардан.

На рис. 1 изображена работа карданов при фиксированном положении допол-
нительного кардана, \phi (t) = 0. На рис. 2 видно, что плавное изменение положения
дополнительного кардана существенно влияет на положение остальных трех карда-
нов. Рис. 3 и 4 демонстрируют поведение первых производных (скоростей изменения)
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Рис. 3. Первая производная.
Фиксированный дополнительный кардан.

Рис. 4. Первая производная. Активный
дополнительный кардан.

Рис. 5. Вторая производная.
Фиксированный дополнительный кардан.

Рис. 6. Вторая производная. Активный
дополнительный кардан.

углов карданов. Видно, что в случае активного дополнительного кардана изменение
скоростей углов карданов происходит более плавно, что подтверждается графиками
вторых производных, показанных на рис. 5 и 6. Максимальное значение второй про-
изводной при пассивном дополнительном кардане составила 0.524, а при активном –
0.451.
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Application of Zubov’s method of optimal damping in

the problem of controlling a four-gimbal gyroscopic

system

A.P. Zhabko, N.A. Zhabko, P.V. Yakovlev

St. Petersburg State University

Abstract: The article considers the control problem of the aircraft cabin simulator
with a four-axis gimbal gyroscopic system. The difficulty of the control problem
of standard three-axis gimbal gyroscopic system is the presence of the phenomena
"gimbal lock"when the two axes of the system become collinear or close to collinear.
One of the applied solutions to avoid "gimbal lock"is to use of the fourth additional
gimbal. Such fore-axis gimbal systems are presented in the works of various authors.
However, the problem of criteria and an optimal control of four-axis gimbal gyroscopic
system is still under the question. Optimal dumping algorithm for constructing a
control of the gimbal system according to Zubov’s method, is proposed.

Keywords: dumping, optimal control, gyroscope, rotation control.
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УДК 532.591

Математическое моделирование динамических

процессов в непрерывной электропроводящей среде

Казанков В.К.1, Перегудин С.И.2, Холодова С.Е.1

Университет ИТМО1,
Санкт-Петербургский государственный университет2

Аннотация: Представлена математическая модель, описывающая динамику гео-
физических процессов в электропроводящей несжимаемой жидкости, ограни-
ченной свободной и твёрдой непроницаемой поверхностями с учетом эффектов
диффузии магнитного поля, гравитации и силы Кориолиса. Математическая мо-
дель строится на основе решения краевой магнитогидродинамической задачи для
уравнений в частных производных, учитывающей эффекты длинных волн малой
амплитуды. Посредством соответствующих преобразований система дифферен-
циальных уравнений векторного типа в частных производных может быть при-
ведена к одному скалярному уравнению для модифицированной функции воз-
мущения свободной поверхности океана. Проведённый математический анализ
представленной модели, используемой для исследования магнитогидродинами-
ческих процессов в океане северного полушария, демонстрирует возникновение
явления инверсии индуцированного магнитного поля.

Ключевые слова: магнитная гидродинамика, геофизика, океан, электропроводя-
щая жидкость, несжимаемая жидкость, математическое моделирование, инвер-
сия магнитного поля.

1. Введение

Мировой океан играет огромную роль в жизни человечества, поэтому задача
определения характеристик динамики морской среды является важной проблемой
комплекса океанологических исследований. Поскольку в океане, обладающем относи-
тельно малой проводимостью и находящемся в земном магнитном поле, проявляются
такие магнитогидродинамические эффекты, как изменения магнитного поля Земли
морскими течениями, возникает возможность определения гидродинамических пара-
метров течений и волн по индуцированному ими магнитному полю. Поэтому знания
о характере индуцированного магнитного поля могут способствовать получению ин-
формации о динамике морской среды, параметрах волнового источника, физических
характеристиках морских пород, в частности, электрической проводимости, что и
указывает на актуальность изучения морских магнитных полей для океанологиче-
ских и морских геологических исследований динамических процессов в геосредах.
Представленное исследование посвящено теоретическому изучению динамики маг-
нитных полей, индуцированных крупномасштабными гидродинамическими волновы-
ми возмущениями, а именно, рассматривается модель океана, основанная на задаче
магнитной гидродинамики, которая в приближении длинных волн малой амплитуды
редуцируется к интегрированию одного скалярного уравнения для модифицирован-
ной функции, описывающей возмущение свободной поверхности жидкого слоя [1–5].
В работах [5, 6] проведены качественные и численные исследования геофизических
процессов во вращающейся электропроводящей жидкости с учётом топографических
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особенностей и диссипативных факторов диффузии магнитного поля, а также пред-
ставлен анализ и способ определения параметров источников гидродинамических
возмущений в зависимости от магнитного числа Рейнольдса.

В работе [6] в рамках кинематической теории динамо проводится моделирова-
ние инверсий магнитного поля галактического диска с использованием планарного
приближения, учитывающего, что галактический диск достаточно тонкий. Возни-
кает интерес к выяснению возможности существования инверсий магнитного поля
морской среды, что и проводится в данном исследовании, причём при построении
соответствующей модели используется не только уравнение индукции магнитного
поля, но и полная система трёхмерных магнитогидродинамических уравнений.

2. Постановка задачи

Рассмотрим вращающийся слой идеальной несжимаемой электропроводящей жид-
кости, ограниченной сверху свободной поверхностью z = hB(x, y, t), снизу – твердой
непроницаемой поверхностью z = Z(x, y). Используя прямоугольную декартову си-
стему координат, под объемной силой будем понимать вектор, перпендикулярный
невозмущенной поверхности и направленный в сторону, противоположную верти-
кальной оси. Полагая, что ось вращения жидкости совпадает с вертикальной осью,
динамика исследуемой сплошной среды будет определяться решением системы диф-
ференциальных уравнений с частными производными [1]:

\partial \bfv 

\partial t
+ (\bfv ,\nabla )\bfv =  - \nabla p

\rho 
 - 2[\omega \omega ,\bfv ] - \bfg z +

1

\mu \rho 
[\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{t}\bfb ,\bfb ] ,

\partial \bfb 

\partial t
=

1

\rho 
\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{t} [\bfb ,\bfv ] +

1

\mu \sigma 
\Delta \bfb , \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{v}\bfb = 0, \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{v} \bfv = 0

с граничными условиями на поверхностях z = hB(x, y, t), z = Z(x, y):

vz(x, y, Z, t) = vx
\partial Z

\partial x
+ vy

\partial Z

\partial y
, vz(x, y, hB, t) =

\partial hB
\partial t

+ vx
\partial hB
\partial x

+ vy
\partial hB
\partial y

,

bz(x, y, hB, t) = bz0(x, y, t), bz(x, y, Z, t) = b
(e)
z0 (x, y, t), p(x, y, hB, t) = p0, \bfb (x, y, hB, t) = b0,

где v – скорость жидкости, p – давление, hB – свободная океаническая поверхность
слоя, вращающегося со скоростью \omega \omega , g –величина ускорения силы тяжести, \rho – плот-
ность, \bfb – вектор индукции магнитного поля, \mu – магнитная проницаемость, \sigma –
электропроводность среды, bz0, b

(e)
z0 – известные функции, p0 и b0 – заданные кон-

станты.
В приближении длинных волн малой амплитуды решение изначальной краевой

задачи сводится к решению уравнения

\scrD 
\bigl( 
\scrD 2
t + \alpha 2

\bigr) \biggl( \biggl( 
\scrD t  - 

\Delta 

Rm

\biggr) 
 - \scrD 

2

\mu \rho 

\biggr) 
\Delta 2\xi =

b
(e)
z0  - bz0
(\mu \rho )2H0

для некоторой модифицированной функции возмущения свободной поверхности жид-
кости \xi , существование решения которого в виде гармонической волны

\xi = \scrI m (A \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p} (i(kx+ ly  - \sigma t)))
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обосновано в работе [3] как для конечных, так и бесконечного значений магнитно-
го числа Рейнольдса, причём частота волновых возмущений \sigma является решением
дисперсионного уравнения

Pn(\sigma ) =
n\sum 
k=0

ck\sigma 
k,

где ck \in \scrC определяются из соотношений для физических величин.

3. Моделирование

В работе [4] рассматривается метод и представляется алгоритм решения дис-
персионного уравнения, созданный на основе машинного обучения и итерационного
численного метода, что позволило провести анализ эволюции магнитогидродинами-
ческих характеристик в зависимости от магнитного числа Рейнольдса [5]. Примем
далее значения волновых чисел k = l = 1, а проекции внешнего магнитного поля
на оси x и y – b0x = 0 и b0y = 1 соответственно. Тогда с учётом представленных в
работе [5] результатов компоненты вектора скорости примут вид

vx = \sigma (\eta +\~bx) + i\alpha (\eta +\~by), vy = \sigma (\eta +\~by) - i\alpha (\eta +\~bx),

vz =

\biggl( 
 - b\sigma 

gH0

(\sigma 2 + \alpha 2)\eta + vz
\partial H0

\partial x
+ vy

\partial H0

\partial y

\biggr) 
(z  - Z) + vx

\partial Z

\partial x
+ vy

\partial Z

\partial y
,

где H0 – функция невозмущенной глубины, а функции \eta ,\~bx,\~by имеют следующее
представление:

\eta =

\Biggl( 
\alpha 2 +

\biggl( 
\mu \rho (\alpha 2  - \sigma 2)

\biggl( 
 - i\sigma +

2\alpha 2

Rm

\biggr) \biggr) 2
\Biggr) 
\xi ,

\left(   \~bx

\~by

\right)   =

\left(    (\alpha 2  - \sigma 2)

\biggl( 
\mu \rho (\alpha \cdot i\sigma )

\biggl( 
 - i\sigma +

2

Rm

\biggr) 
+ 1

\biggr) 
\xi 

(\alpha 2  - \sigma 2)

\biggl( 
\mu \rho (\alpha \cdot i\sigma )

\biggl( 
i\sigma  - 2

Rm

\biggr) 
+ 1

\biggr) 
\xi 

\right)    
Компоненты вектора магнитной индукции выражаются посредством модифици-

рованной функции возмущения свободной поверхности жидкости следующим обра-
зом:

bx = \mu \rho (\alpha 2  - \sigma 2)2
\biggl( 
\mu \rho (\alpha \cdot i\sigma )

\biggl( 
 - i\sigma +

2

Rm

\biggr) 
+ 1

\biggr) 
\xi ,

by = \mu \rho (\alpha 2  - \sigma 2)2
\biggl( 
\mu \rho (\alpha \cdot i\sigma )

\biggl( 
i\sigma  - 2

Rm

\biggr) 
+ 1

\biggr) 
\xi ,

bz = i(hB  - Z)(bx + by).

Графическая визуализация проведенного вычислительного эксперимента позво-
ляет утверждать, что динамический процесс имеет выраженную периодическую струк-
туру, при этом через регулярный промежуток времени происходит резкая смена на-
правления течения силовых линий. Это явление, как правило, регистрируется в тон-
ком слое, прилегающем к границе подобластей с разными знаками векторного поля
магнитной индукции. Именно в этом пограничном слое градиент поля имеет боль-
шое значение и меняет знак. В теории нелинейных параболических уравнений ма-
тематической физики решения, обладающие такими свойствами, принято называть
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контрастными структурами [7]. Подобное поведение магнитного поля описывается,
например, в работе [6], где рассматривается кинематическая модель, представляю-
щая структуру планарного галактического магнитного поля, в которой также возни-
кает инверсия магнитного поля. Анализ построенной математической модели также
демонстрирует существование у векторного поля магнитной индукции особых точек
двух типов, а именно, узла и седла, причем узел, будучи устойчивым в некоторый
момент времени, переходит с течением времени в неустойчивое состояние.

4. Заключение

В представленном исследовании предложена математическая модель воспроизве-
дения магнитогидродинамических процессов в океане северного полушария. Проде-
монстрирован аналитический вид поля скорости и поля магнитной индукции. Прове-
дённый анализ результатов математического моделирования эволюции магнитного
поля демонстрирует возникновение явления инверсии индуцированного магнитного
поля с некоторой периодичностью. Результаты и методы представленных исследо-
ваний могут быть использованы с целью определения магнитогидродинамических
характеристик океана и морской среды, для оценки параметров источника волне-
ний по имеющейся информации об электромагнитном поле, индуцированном соот-
ветствующим гидродинамическим волновым возмущением, содержащему знания о
физических характеристиках шельфовой зоны, что является важным аспектом зна-
ний для морских геологоразведочных изысканий и исследований. Представленные
исследования могут позволить решать многие технические проблемы гидрофизики,
связанные, например, с навигацией подводных аппаратов, поиском полезных ископа-
емых на морском дне, изучением электромагнитных явлений в океане с возможным
установлением их взаимосвязи с динамическими процессами, протекающими в гео-
физических средах.
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Mathematical modeling of dynamic processes in a

continuous electrically conductive medium
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University IFMO1, Saint-Petersburg State University2

Abstract: A mathematical model describing the dynamics of geophysical processes in
an electrically conductive incompressible fluid bounded by free and solid impermeable
surfaces is presented, taking into account the effects of magnetic field diffusion, gravity
and Coriolis force. The mathematical model is based on the solution of the boundary
magnetohydrodynamic problem for partial differential equations, taking into account
the effects of long waves of small amplitude. By means of appropriate transformations,
the system of differential equations of vector type and partial derivatives can be
reduced to one scalar equation for the modified function perturbation of the free
surface of the ocean. The mathematical analysis of the presented model used to study
magnetohydrodynamic processes in the ocean of the northern hemisphere demonstrates
the occurrence of the phenomenon of inversion of the induced magnetic field.
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incompressible fluid, mathematical modeling, magnetic field inversion.
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Универсальный алгоритм обработки сообщений из

мессенджеров

Калабкин Е.С., Мамедова Т.Ф.

Национальный исследовательский Мордовский государственный университет

Аннотация: В статье представлена разработка универсального алгоритма, на-
правленного на устойчивую выгрузку сообщений из приложения-мессенджера во
внешнюю систему. Алгоритм отвечает потребностям эффективной выгрузки со-
общений, улучшения доступности данных. Процесс исследования включает изу-
чение принципов выгрузки сообщений из популярных мессенджеров и разработку
алгоритма.

Ключевые слова: универсальный алгоритм, мессенджер, выгрузка, внешняя си-
стема, оптимизация хранения, доступность данных.

Разработка универсального алгоритма для устойчивой выгрузки сообщений из
мессенджера во внешнюю систему важна по следующим причинам.

Доступность и переносимость данных: выгрузка сообщений во внешнюю систему
позволяет пользователям получать доступ к своим беседам с различных устройств
или платформ. Это облегчает бесшовную синхронизацию и гарантирует, что сооб-
щения останутся доступными, даже если приложение мессенджера недоступно или
было удалено. Пользователи могут легко переключать устройства или платформы,
сохраняя историю сообщений, что способствует доступности и переносимости дан-
ных.

Резервное копирование и восстановление данных: выгрузка сообщений во внеш-
нюю систему обеспечивает механизм резервного копирования для сохранения важ-
ных разговоров. Это помогает защитить данные от случайного удаления, потери
устройства или сбоев в работе приложений. Храня сообщения во внешней систе-
ме, пользователи получают надежную резервную копию, которая позволяет восста-
новить данные в случае чрезвычайных ситуаций или потери данных, обеспечивая
устойчивость и непрерывность данных.

Функциональная совместимость и интеграция: алгоритм выгрузки обеспечивает
функциональную совместимость и интеграцию с другими приложениями и система-
ми. Передавая сообщения во внешнюю систему, пользователи могут использовать
сторонние сервисы, инструменты анализа или архивные системы. Это расширяет
возможности интеграции данных обмена сообщениями с другими приложениями,
обеспечивая расширенную аналитику, управление соответствием нормативным тре-
бованиям или специализированные рабочие процессы.

Долгосрочное хранение данных: в некоторых случаях, например, в соответствии
с юридическими или нормативными требованиями, необходимо длительное хране-
ние данных. Разработка алгоритма выгрузки облегчает архивирование и хранение
сообщений за пределами ограничений приложения-мессенджера. Сообщения могут
храниться во внешней системе безопасно и надежно, обеспечивая соблюдение поли-
тики хранения данных и поддерживая юридические обязательства [1].

Рассмотрим популярные мессенджеры, используемые на территории РФ.
WhatsApp, Telegram и ВКонтакте (VK) имеют различные архитектуры API и
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функциональные возможности, что может привести к различиям в их подходах к
загрузке сообщений во внешнюю систему. Тем не менее, в общих концепциях и функ-
циональных возможностях имеются некоторые сходства.

Загрузка и обработка мультимедиа:
Поскольку все платформы поддерживают различные типы медиа, такие как изоб-

ражения, видео и документы, их API предоставляют механизмы для загрузки медиа-
файлов во внешнюю систему. Это может включать отправку медиафайлов в формате
multipart/form-data или предоставление URL-адресов для загрузки медиаконтента во
внешнюю систему.

Пакетная обработка или массовая загрузка:
API этих платформ предлагают функции для массовой выгрузки или пакетной

обработки сообщений. Это позволяет разработчикам загружать сразу несколько со-
общений, сокращая количество запросов к API и оптимизируя процесс загрузки [2].

Обработка ошибок и коды ответов:
Сходства состоят в том, как эти платформы обрабатывают ошибки и предостав-

ляют коды ответов в своих API. Это может включать возврат определённых кодов
ошибок или сообщений об ошибках, указывающих на проблемы с загрузкой сообще-
ний, например, сбои аутентификации, недопустимые форматы сообщений.

Алгоритм выгрузки должен отвечать следующим требованиям:
1. Исключение выгрузки дубликатов сообщений при повторном исполнении.
2. Устойчивость к сетевым и API ошибкам.
3. Универсальность использования для различных мессенджеров.
В алгоритме фигурируют такие сущности как: диалоги, чаты, сообщения.
Диалоги введены по причине возможного отсутствия фильтрации определенного

типа чатов. К примеру, Telegram не позволяет при получении списка диалогов задать
фильтрацию по типам чатов [3].

Каждый шаг конечного автомата содержит в себе более подробную реализацию
алгоритма.

В некоторых шагах фигурируют такие сущности как:
1. Networkerror – представляет собой сетевую ошибку, в случае ее получения мы

должны перезапускать текущий шаг.
2. Permanenterror – представляет собой постоянную ошибку API, которая исклю-

чает целесообразность дальнейшей работы с данной сущностью.
3. Error – представляет собой любую получаемую ошибку.
В заключение следует отметить, что представленный универсальный алгоритм

выгрузки сообщений из мессенджеров во внешнюю систему предлагает перспектив-
ное решение для решения проблем оптимизации хранения, доступности. Алгоритм
учитывает различные факторы, такие как возраст сообщений, их актуальность, что-
бы обеспечить эффективную выгрузку сообщений. Благодаря плавной передаче ста-
рых или менее актуальных сообщений во внешнюю систему освобождается ценное
пространство для хранения внутри приложения мессенджера, что позволяет повы-
сить производительность и удобство работы пользователей.

Универсальный алгоритм выгрузки сообщений из мессенджеров во внешнюю си-
стему вносит ценный вклад в решение проблем с хранением и устойчивостью. Его ре-
ализация открывает перспективы для платформ обмена сообщениями, стремящихся
оптимизировать использование хранилища, повысить производительность и продви-
гать экологически безопасные методы. Внедрив этот алгоритм, службы обмена сооб-
щениями могут повысить удовлетворенность пользователей, обеспечить доступность
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данных и добиться значительных успехов на пути к более экологичной и эффектив-
ной экосистеме обмена сообщениями.
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Аннотация: В работе дается явное представление функции Грина задачи Дири-
хле для полигармонического уравнения в единичном шаре.

Ключевые слова: задача Дирихле, полигармоническое уравнение, функция Гри-
на.

1. Введение

Для решения краевых задач для однородных уравнений часто используют функ-
цию Грина этих задач. Явный вид функций Грина для разных краевых задач пред-
ставлен во многих работах. Например, явный вид функции Грина для 3-й краевой
задачи был найден в работах [1-3], а функции Грина в секторе для бигармонического
и 3-гармонического уравнений в работах [4,5]. Статьи [6-8] посвящены построению
функции Грина задачи Дирихле для полигармонического уравнения в единичном
шаре, а в работе [9] находятся решения задач Дирихле и Неймана для однородно-
го полигармонического уравнения. В [10-12] приведен явный вид функций Грина
для бигармонического и 3-гармонического уравнений в единичном шаре. В связи с
бигармоническим уравнением отметим недавние работы [13,14], посвященные усло-
виям разрешимости некоторых нестандартных задач в шаре для бигармонического
уравнения. В работе [15] на основании интегрального представления функций класса
u \in C4(D) \cap C3( \=D) даются интегральные представления решений задач Навье [16]
и Рикье-Неймана [17] для бигармонического уравнения в единичном шаре, а также
строятся функции Грина этих задач. В работах [18,19] эти результаты продолжают-
ся на полигармоническое уравнение. Функция Грина применяется также и для ис-
следования нелокальных уравнений. Например, в работе [20], исследована разреши-
мость четырех краевых задач для одного нелокального бигармонического уравнения
с инволюцией. Отметим также некоторые недавно вышедшие работы по построению
функции Грина различных краевых задач [21-24]. В настоящей работе, исследуется
представление решений однородной задачи Дирихле для m-гармонического уравне-
ния в единичном шаре S = \{ x \in \BbbR n : | x| < 1\} 

\Delta mu(x) = f(x), x \in S, (1)

u| \partial S = 0,
\partial u

\partial \nu 

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
\partial S

= 0, . . . ,
\partial m - 1u

\partial \nu m - 1

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
\partial S

= 0. (2)

2. Фундаментальное решение

Пусть m \in \BbbN . Тогда множество \BbbN \setminus \{ 1\} можно разбить на два непересекаю-
щихся множества \BbbN m = \{ n \in \BbbN : n > 2m > 1\} \cup (2\BbbN + 1) и дополнение к нему
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\BbbN c
m = \{ 2, 4, . . . , 2m\} . Поскольку множество \BbbN c

m – конечное, то \BbbN m – бесконечное. Яс-
но, что \BbbN c

m - 1 \subset \BbbN c
m, а поэтому \BbbN m \subset \BbbN m - 1. Рассмотрим фундаментальное решение

m-гармонического уравнения \Delta mu = 0 в виде

\scrE 2m(x, \xi ) =

\left\{         
( - 1)m| x - \xi | 2m - n

(2 - n, 2)m(2, 2)m - 1

, n \in \BbbN m,

( - 1)m| x - \xi | 2m - n

(2 - n, 2)\ast m(2, 2)m - 1

\Biggl( 
\mathrm{l}\mathrm{n} | x - \xi |  - 

m - n/2\sum 
k=1

1

2k

\Biggr) 
, n \in \BbbN c

m.

Здесь (a, b)k = a(a + b) . . . (a + kb  - b) – обобщенный символ Похгаммера с со-
глашением (a, b)0 = 1, а символ (a, b)\ast k - означает, что если среди сомножителей
a, (a + b), . . . (a + kb  - b), входящих в (a, b)k, есть 0, то его следует заменить на 1,
например, ( - 2, 2)\ast 3 = ( - 2) \cdot 1 \cdot 2 =  - 4. Кроме того, если в сумме, входящей в (3)
верхний индекс становится меньше нижнего, то сумма считается равной нулю.

Замечание 3. Фундаментальное решение \scrE 2m(x, \xi ) незначительно отличается от
фундаментального решения полигармонического уравнения Gm,n(x) рассматривае-
мого С.Л. Соболевым в [25]. При n \in \BbbN m отличие в множителе ( - 1)m, а при
n \in \BbbN c

m различие более заметно: вместо \mathrm{l}\mathrm{n}(C| x| ), как у Соболева, берется выра-

жение \mathrm{l}\mathrm{n} | x|  - 
m - n/2\sum 
k=1

1

2k
. Введем обозначение \scrE \ast 2m(x, \xi ) = \scrE 2m

\biggl( 
x

| x| 
 - | x| \xi 

\biggr) 
.

Лемма 1. Симметричная функция \scrE 2m(x, \xi ) является m-гармонической по x \in S
при x \not = \xi . Симметричная функция \scrE \ast 2m(x, \xi ) является m-гармонической по x \in S
при \xi \in \=S.

Замечание 4. В работе [19] использовалось элементарное решение полигармони-
ческого уравнения E2m(x, \xi ), которое связано с функцией \scrE 2m(x, \xi ) равенством

E2m(x, \xi ) =

\left\{       
\scrE 2m(x, \xi ), n \in \BbbN m

\scrE 2m(x, \xi ) - 
( - 1)m| x - \xi | 2m - n

(2 - n, 2)\ast m(2, 2)m - 1

m - 1\sum 
k=n/2

1

2k
, n \in \BbbN c

m

.

Такая функция E2m(x, \xi ) обладает свойством \Delta xE2m(x, \xi ) =  - E2m - 2(x, \xi ) при
x \not = \xi . Это равенство применялось при построении функции Грина задачи Рикье-
Неймана.

3. Функция Грина

Теперь мы можем получить представление функции Грина задачи Дирихле (1)-

(2). Введем оператор \Lambda u(x) =
n\sum 
i=1

xiuxi .

Теорема 1. Функция Грина G2m(x, \xi ) задачи Дирихле (1)-(2) при n \geq 2 и m \in \BbbN 
может быть записана в виде

G2m(x, \xi ) = \scrE 2m(x, \xi ) - 
m - 1\sum 
k=0

(| x| 2  - 1)
k
(| \xi | 2  - 1)

k

(2m - 2, - 2)k(2, 2)k
\scrE 2m - 2k

\Bigl( x
| x| 
, | x| \xi 

\Bigr) 
. (3)

Функция G2m(x, \xi ) является m-гармонической по x \in S, x \not = \xi \in \=S и удовлетво-
ряет равенствам

G2m(x, \xi )| x\in \partial S = 0,
\partial G2m(x, \xi )

\partial \nu 
| x\in \partial S = 0, . . . ,

\partial m - 1G2m(x, \xi )

\partial \nu m - 1
| x\in \partial S = 0, \xi \in S.
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Замечание 5. При n = 2, в соответствии с [10, теорема 2.3], функция Грина
имеет вид

G4(x, \xi ) = E4(x, \xi ) - E\ast 
4(x, \xi ) - 

(| x| 2  - 1)(| \xi | 2  - 1)

4

\Bigl( 
E\ast 

2(x, \xi ) +
1

2

\Bigr) 
. (4)

Формула (4) совпадает с (3). Действительно, поскольку \BbbN c
2 = \{ 2, 4\} , а \BbbN c

1 = \{ 2\} ,
то в силу замечания 2 имеем

E2(x, \xi ) = \scrE 2(x, \xi ), E4(x, \xi ) = \scrE 4(x, \xi ) - 
| x - \xi | 2

(0, 2)\ast 2(2, 2)1

1\sum 
k=1

1

2k
= \scrE 4(x, \xi ) - 

| x - \xi | 2

8
.

Подставляя эти значения в (4) получим формулу (3)

G4(x, \xi ) = \scrE 4(x, \xi ) - 
| x - \xi | 2

8
 - \scrE \ast 4 (x, \xi ) +

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| x| x|  - | x| \xi 
\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 2

8
 - 

(| x| 2  - 1)(| \xi | 2  - 1)

4

\Bigl( 
\scrE \ast 2 (x, \xi ) +

1

2

\Bigr) 
= \scrE 4(x, \xi ) - \scrE \ast 4 (x, \xi ) - 

(| x| 2  - 1)(| \xi | 2  - 1)

4
\scrE \ast 2 (x, \xi ).

При m = 3 и n = 4 имеем 2 \in \BbbN c
2. В этом случае в [12, теорема 2] также было

получено представление функции Грина, которое тоже совпадает с формулой (3).

4. Полиномиальная правая часть

Рассмотрим простейший частный случай полиномиальной правой части уравне-
ния (1).

Теорема 2. Пусть в уравнении (1) f(x) = | x| 2lHk(x), где Hk(x) – однородный гар-
монический полином степени k \in \BbbN 0, l \in \BbbN и n \geq 2. Тогда решение задачи Дирихле
(1)-(2) имеет вид

u(x) =
( - 1)m

\omega n

\int 
| \xi | <1

G2m(x, \xi )| x| 2lHk(\xi ) d\xi =

=

\left(   | x| 2l+2m  - 
m - 1\sum 
i=0

\left(   l +m

i

\right)   (| x| 2  - 1)
i

\right)   Hk(x)

(2l + 2, 2)m(2l + 2k + n, 2)m
,

где (a, b)m – обобщенный символ Похгаммера.
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О моделировании и идентификации параметров

распределенных формаций*

Косов А.А., Семенов Э.И., Толстихин А.А.

Институт динамики систем и теории управления имени В.М.Матросова СО РАН

Аннотация: Рассматриваются вопросы моделирования и идентификации пара-
метров для формаций с распределенными характеристиками. Дано развитие ме-
тодов построения точных решений нелинейных систем типа реакции-диффузии,
которые можно использовать для моделирования распределенных формаций.
Предложено использовать био-инспирированные алгоритмы для решения задач
идентификации параметров формаций с распределенными характеристиками.

Ключевые слова: уравнения параболического типа, точные решения, математиче-
ское моделирование формаций, идентификация параметров, мониторинг полей.

1. Введение

В последнее десятилетие происходит быстрое развитие таких новых типов управ-
ляемых систем, как беспилотные летательные аппараты, автономные подводные ро-
боты и другие системы взаимодействующих динамических объектов, образующих
движущиеся формации [1]. Они находят применение во многих областях техники.
При этом наблюдается тенденция к миниатюризации подвижных объектов, необхо-
димость их организации в рои или стаи, включающие очень большое число объектов,
что неизбежно приведет к появлению описания их моделей в терминах макропара-
метров (таких, как плотности, концентрации и т. п.), аналогично тому, как это про-
исходило на этапе становления гидро- и газодинамики, термодинамики, химической
кинетики и т. д. Математические модели такого рода систем с распределенными па-
раметрами обычно описываются системами дифференциальных уравнений в част-
ных производных. Дифференциальные уравнения в частных производных начали
использоваться при моделировании движения формаций подвижных объектов с рас-
пределенными характеристиками. В [2] приводится одномерное уравнение в частных
производных Фоккера-Планка, описывающее диффузию плотности агентов. Здесь
же указано также, что для описания изменения плотности роя используют линей-
ное одномерное уравнение реакции-диффузии. В [3] для моделирования формации с
управлением по принципу отклонения от движения лидера применялось одномерное
уравнение параболического типа.

Ранее авторами была предложена [4] математическая модель процесса распро-
странения двух взаимодействующих распределенных формаций роботов с некоторой
базы в окружающее пространство, описываемая системой двух уравнений параболи-
ческого типа. Были построены параметрические семейства точных решений, кото-
рые можно использовать для отыскания законов управления граничными условия-
ми, обеспечивающих распространение формаций на область заданных размеров за
заданное время. В докладе будет представлена модель более общего вида, в кото-
рой коэффициенты амортизации могут зависеть от текущей плотности формации.

*Работа выполнена при финансовой поддержке гранта РНФ № 22-29-00819
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Используя точные решения модели, можно получать описание процесса распростра-
нения взаимодействующих формаций с базы на прилегающую территорию. При этом
интерес представляют такие основные параметры формации, как расположение базы
и линий уровня постоянной плотности, показывающих форму уже освоенной области
и темпы расселения.

С другой стороны, идентификация таких основных параметров распределенной
формации важна и независимо от наличия математической модели. Решение по-
добной задачи может выполняться другой формацией, состоящей из конечного чис-
ла роботов, действующих согласованно. Кроме того, определение линий уровня для
какого-либо количественного показателя само по себе может представлять значимую
роль. Типичным примером является продолжительный мониторинг заданной обла-
сти конечной формацией автономных роботов с целью отслеживания концентраций
загрязняющих веществ или плотностей редких или эндемичных биологических ви-
дов. В докладе будут представлены результаты по моделированию, идентификации
и управлению формациями с распределенными характеристиками.

2. Моделирование распространения распределенных формаций

Рассматривается параболическая система уравнений типа реакции-диффузии

ut = \nabla \cdot 
\bigl( 
u\lambda \nabla u

\bigr) 
+ \alpha u1 - \lambda v\mu +

\bigl( 
\sigma 1u

\lambda  - k1
\bigr) 
u,

vt = \nabla \cdot (v\mu \nabla v) + \beta v1 - \mu u\lambda + (\sigma 2v
\mu  - k2) v. (1)

Здесь n \in \BbbN , \bfx \in \BbbR n — вектор пространственных переменных, t \geq 0 — время,
u = u(\bfx , t), v = v(\bfx , t) — искомые функции, \nabla — оператор градиента по простран-
ственным переменным; \lambda \not = 0, \mu \not = 0— вещественные параметры нелинейности среды;
\alpha \not = 0, \beta \not = 0, \sigma 1, \sigma 2, k1, k2 — вещественные постоянные коэффициенты.

При моделировании распространения формаций мобильных роботов с распре-
деленными характеристиками используются аналогичные (1) подходы к описанию
диффузионных процессов [5]. При этом u = u(\bfx , t), v = v(\bfx , t) трактуются как плот-
ности (количества в единице объема) роботов в пространстве. Как отмечается в об-
зоре [3], в последнее время уравнения с частными производными стали применяться
для моделирования движения формаций взаимодействующих роботов в роевой ро-
бототехнике, при этом основная трудность состоит в том, что «analytical solutions
of PDEs are available only for a small number of special cases». Поэтому развитие ме-
тодов построения точных решений будет полезно при построении и исследовании
моделей распространения формаций с распределенными характеристиками в роевой
робототехнике.

Утверждение 1. Пусть \lambda = \mu \not =  - 1, \sigma 1 = \sigma 2 = \sigma . Тогда система (1) имеет точное
решение вида

u(\bfx , t) = [\psi 1(t)]
1/\lambda [\Omega (\bfx )]1/1+\lambda , v(\bfx , t) = [\psi 2(t)]

1/\lambda [\Omega (\bfx )]1/1+\lambda ,

где \Omega (\bfx ) удовлетворяет линейному уравнению Гельмгольца \Delta \Omega (\bfx ) =  - (1+\lambda )\sigma \Omega (\bfx ),
а функции \psi 1(t), \psi 2(t) находятся из линейной системы обыкновенных дифференци-
альных уравнений с постоянными коэффициентами

\.\psi 1 =  - k1\lambda \psi 1 + \alpha \lambda \psi 2, \.\psi 2 = \beta \lambda \psi 1  - k2\lambda \psi 2.
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Систему (1) можно использовать для моделирования распространения двух рас-
пределенных взаимодействующих формаций мобильных роботов с границы некото-
рой базы на окружающую территорию. Знание точных решений в соответствии с
утверждением 1 позволяет в каждый момент времени точно определять линии уров-
ня одинаковой плотности и границу области распространения каждой формации
(фронты волн распространения).

3. Задача идентификации фронта волны распространения рас-
пределенной формации по территории (Задача обследования
полей концентрации)

Задача обследования полей концентрации, также известная в иностранной лите-
ратуре как Sampling problem, представляет в настоящее время повышенный интерес
в научном сообществе. Обычно в ее рамках выделяют три основных цели обследова-
ния [6]:

1) локализация одного или нескольких экстремумов функции (источников), опи-
сывающей поле концентрации, в случае нестационарного поля часто сопровождается
последующим отслеживанием их перемещений в пространстве (мониторинг);

2) восстановление линий уровня, частным и наиболее интересным случаем кото-
рого является поиск нулевой линии уровня (фронта), отделяющей область с поло-
жительными значениями величины поля от области с нулевыми значениями;

3) картографирование обследуемой области, зачастую носящее вспомогательный
характер для рассматриваемой задачи и смежных с ней.

Очевидно, что параллельное решение нескольких из вышеописанных подзадач
может значительно сократить финансовые, временные и иные затраты на проведе-
ние подобных обследований. В данной работе предлагается мультиагентная страте-
гия управления, обеспечивающая одновременную локализацию источника поля, а
также восстановление любой заданной линии уровня. При этом, разработанный под-
ход также предусматривает возможность их дальнейшего мониторинга на продол-
жительном отрезке времени. В качестве агентов, производящих обследование поля
концентрации, будем использовать интеграторов второго порядка, динамика кото-
рых описывается следующей системой:

\.qi = vi, \.vi = u1, i \in \Gamma = \{ 1, 2, . . . , n\} , (2)

| | vi| | \leq vmax, | | ui| | \leq umax,

ui = c1F
c
i + c2F

g
i , (3)

F g
i =

\sum 
j\in \Gamma base, j \not =i

qij
| | qij| | 

(f(t, qj) - f(t, qi)) , (4)

F c
i =  - 

\sum 
j\in \Gamma base, j \not =i

\nabla qiU
c
ij (| | qij| | ) , (5)

U c
ij (| | qij| | ) = \alpha 

\Biggl( 
1

2

\bigl( 
| | qij| |  - dAij

\bigr) 2
+ \beta \mathrm{l}\mathrm{n} | | qij| | + \beta 

dAij
| | qij| | 

\Biggr) 
, (6)

где qi \in \BbbR p, vi \in \BbbR p, ui \in \BbbR p — соответственно, положение, скорость и управление i–
го агента, vmax, umax — предельно допустимые значения скорости и управления, \Gamma —
множество доступных агентов мощностью n, c1, c2 \in \BbbR + — некоторые положительные

92



XVI Международная научная конференция

«Дифференциальные уравнения и их приложения в математическом моделировании»

Саранск, 17-20 августа 2023 года

коэффициенты, \alpha , \beta \in \BbbR + — некоторые управляющие параметры, | | qij| | — евклидова
норма вектора qij = qi - qj, dAij —желаемое расстояние между агентами. Каждый агент
способен с заданной периодичностью измерять величину поля концентрации в точке
своего текущего местоположения. Помимо этого, будем считать, что каждый агент
может связаться с любым другим для того, чтобы запросить его текущие координаты
и значение последнего произведенного замера.

В основе подхода лежит разделение множества агентов на две подгруппы: \Gamma base и
\Gamma front, отвечающие, соответственно, за поиск источника и обнаружение границ фрон-
та. Управление агентами первой подгруппы строится, как взвешенная сумма (3) двух
сил: градиентной (4) и кооперирующей (5). Первая, как следует из названия, отве-
чает за приближенное вычисление градиента поля, основываясь на разнице произ-
веденных замеров величины поля. Кооперирующая сила отвечает за выдерживание
агентами стационарных или локально стационарных (при | \Gamma base| > p + 1) форма-
ций, благодаря чему обеспечивается отсутствие столкновений между ними, а также
повышение точности оценки градиента.

Аналогичным образом строится управление агентами второго множества. Одна-
ко, силы, действующие на них (граничная и релаксирующая), имеют другой физиче-
ский смысл. Так, граничная сила отталкивает агентов от текущей оценки местополо-
жения источника, основанной на координатах агентов множества \Gamma base , если текущее
значение замера выше искомой линии уровня, и притягивает в обратном случае, обес-
печивая тем самым решение задачи. Подход близок к управлению с переключениями,
но сглаживающая функция позволяет избежать разрывов управления и гарантиру-
ет его гладкость. С другой стороны, релаксирующая сила отвечает за отсутствие
столкновений между агентами, а также равномерно распределяет их по перимет-
ру искомой линии уровня. Проведенные серии экспериментов в рамках специально
разработанной тестирующей программной среды демонстрируют способность пред-
ложенного подхода решать поставленные задачи. При этом, стратегия управления
обладает достаточно высокой точностью и скоростью получения решения, а так-
же устойчивостью к изменениям поля концентрации, вызванных его нестационарной
природой.
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УДК 519.6

Исследование разностных методов решения задачи

теплопроводности с фазовыми переходами

Кудряшова Н.Ю.1, Первухина Ю.В.2

Пензенский государственный университет1,
ООО «ПО Энергоспецтехника»2

Аннотация: В работе построена физико-математическая модель процесса лазер-
ной сварки двух металлических пластин в форме прямоугольных параллелепипе-
дов одинаковой толщины, которые стыкуются боковыми сторонами. При реали-
зации данной модели для трехмерного уравнения теплопроводности с фазовыми
переходами была построена трехмерная разностная схема. Представлен числен-
ный метод, позволяющий разложить ее в цепочку трех одномерных разностных
схем. Приведен алгоритм для нахождения глубины сформированного парового
канала. Проведено численное моделирование рассмотренного метода решения за-
дачи теплопроводности с фазовыми переходами.

Ключевые слова: задача Стефана, межфазная граница, лазерная сварка, разност-
ная схема.

Введение

В настоящее время подавляющее большинство проблем теплообмена связаны с
изменением состояния вещества.

Следует отметить, что исследования в данном направлении применяются на прак-
тике во многих физических процессах: задачи о промерзании и оттаивании влажного
грунта, об образовании льда на поверхности воды, о промерзании трубопроводов, о
сварке, плавлении, затвердевании металла и др.

Примером физического процесса, иллюстрирующего задачу Стефана в трехмер-
ном случае, является задача о моделировании процесса лазерной сварки металличе-
ских пластин [2–6]. В процессе сварки под воздействием больших температур проис-
ходит переход из твердой фазы металла в жидкую. При этом происходит формирова-
ние межфазной границы. Определение изменения ее положения с течением времени
является актуальной научной проблемой.

1. Математическое моделирование процесса лазерной сварки
двух металлических пластин

Рассмотрим процесс моделирования лазерной сварки двух металлических пла-
стин в форме прямоугольных параллелепипедов одинаковой толщины, которые сты-
куются боковыми сторонами [1].

Горизонтальная ось луча лазера лежит в плоскости, находящейся в месте объ-
единения пластин и направлена перпендикулярно к их поверхности. Введем в нашей
модели декартову систему координат, в которой луч лазера является статичным, а
металлические пластины находятся в движении вдоль оси x со скоростью v. Скорость
движения является постоянной. Ось z направлена вдоль луча лазера по направлению
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вниз, ось y – перпендикулярно месту объединения пластин. Точка отсчета системы
координат находится на верхних границах металлических пластин в области попа-
дания луча лазера в место их объединения. Заметим, что в данной математической
модели введены некоторые упрощения:

1. Примем, что все колебания изменений значений теплофизических параметров
области лазерной сварки равны своим средним стационарным значениям;

2. Процесс плавления листов металла описывается в приближении Стефана;
3. Радиус выходного отверстия, образованного лазером, будем считать фиксиро-

ванным и равным 2rf , где rf – радиус луча лазера.

1.1. Математическая модель процесса лазерной сварки.

Процесс лазерной сварки в твердой и жидкой фазе можно описать следующим
трехмерным уравнением [2]

ceiv
\partial T

\partial t
= \lambda i

\biggl( 
\partial 2T

\partial x2
+
\partial 2T

\partial y2
+
\partial 2T

\partial z2

\biggr) 
, (1)

cei =

\left\{       
c1\rho 1, T < Te,

c2\rho 2

\biggl( 
1 +

\chi 

c2

\partial fl
\partial T

\biggr) 
, Te \leq T \leq Tl0,

c3\rho 3, Tl0 < T,

(2)

где ci – удельная теплоемкость, \lambda i – теплопроводность, \rho i – плотность.
При этом, если
1) i = 1 – параметры твердой фазы;
2) i = 2 – параметры межфазной зоны;
3) i = 3 – параметры жидкой фазы.
В терминах введенных замен (1): Te и Tl0 – температура начала и окончания

процесса затвердевания сплавленных листов металла, fl – доля жидкого состояния
в межфазной зоне, \chi – скрытая теплота плавления, выделяемая в процессе сварки.

На поверхности z = 0 в областях твердой и жидкой фаз граничное условие имеет
вид:

\lambda i
\partial T

\partial z

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
z=0

= (\alpha k1 + \alpha r)(T | z=0  - Tg) - q1,

(x - rf )2 + y2 > 4r2f .

(3)

Здесь \alpha k1 – коэффициент теплоотдачи, который образуется с помощью обработки
зоны сварки инертным газом аргоном, Tg – температура газа, \alpha r – радиационный
коэффициент теплоотдачи при сварке.

Также имеется условие для нижней поверхности пластины, т.е. для z = h.

\lambda i
\partial T

\partial z

\bigm| \bigm| \bigm| 
z=h

= (\alpha k2 + \alpha r)(T | z=h  - Tg) - q1, (4)

где \alpha k2 – коэффициент теплоотдачи от нижней поверхности пластин к поверх-
ности, на которой происходит процесс лазерной сварки, а Tg – температура среды,
которая контактирует с нижней поверхностью свариваемых пластин.

На поверхности фазового перехода запишем условие Стефана\biggl( 
\lambda 2
\partial T

\partial n

\biggr) 
2

 - 
\biggl( 
\lambda 1
\partial T

\partial n

\biggr) 
1

= \rho 1knv. (5)
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На поверхности парового канала (x  - rf )2 + y2 \leq (2rf )
2 справедливо уравнение

теплового канала

 - \lambda 2
\partial T

\partial n
= qln+ qr + qv + qc + qb. (6)

Здесь n = (nx, ny, nz) – единичная нормаль к поверхности парогазового канала,
\diamond ql = qlez – поглощенный поток лазерного излучения,
\diamond ez – орт оси z,
\diamond qr – поток тепла, возникающий в результате отражений от стенок парогазового

канала,
\diamond qv – потери тепла за счет испарения металла во время процесса сварки,
\diamond qc – моделирует поток тепла от передней стенки парогазового канала на его

заднюю стенку.
На достаточно большом расстоянии от луча лазера температура по всей толщине

пластин принимается равной температуре окружающей среды:

T | x\rightarrow \pm \infty = Tg, T | y\rightarrow \pm \infty = Tg.

Для решения вышеописанной задачи применим следующую разностную схему:

T n+1
ijk  - T nijk

\tau 
= \delta (Lx(T

n+1
ijk ) + Ly(T

n+1
ijk ) + Lz(T

n+1
ijk ))+

+ (1 - \delta )(Lx(T nijk) + Ly(T
n
ijk) + Lz(T

n
ijk)), (7)

где введены замены

Lx =
1

hx

\biggl( 
\lambda nijk

T(i+1)jk  - Tijk
hx

 - \lambda nijk
Tijk  - T(i - 1)jk

hx

\biggr) 
 - b

T(i+1)ijk  - T(i - 1)jk

2hx
;

Ly =
1

hy

\biggl( 
\lambda nijk

Ti(j+1)k  - Tijk
hy

 - \lambda nijk
Tijk  - Ti(j - 1)k

hy

\biggr) 
;

Lz =
1

hz

\biggl( 
\lambda nijk

Tij(k+1)  - Tijk
hz

 - \lambda nijk
Tijk  - Tij(k - 1)

hz

\biggr) 
.

Здесь b = c2\rho 2v, hx, hy и hz – шаги по соответствующим индексу осям координат.
Трехмерную разностную схему (7) заменим последовательностью трех одномер-

ных разностных схем.

T
n+1/3
ijk  - T nijk

\tau 
 - \delta Lx(T n+1/3

ijk ) - (1 - \delta )Lx(T nijk) =

= \delta (Ly(T
n+1/3
ijk ) + Lz(T

n+1/3
ijk )) + (1 - \delta )(Ly(T nijk) + Lz(T

n
ijk)); (8)

T
n+2/3
ijk  - T n+1/3

ijk

\tau 
 - \delta Ly(T n+2/3

ijk ) - (1 - \delta )Ly(T n+1/3ijk) =

= \delta (Lx(T
n+2/3
ijk ) + Lz(T

n+2/3
ijk )) + (1 - \delta )(Lx(T n+1/3

ijk ) + Lz(T
n+1/3
ijk )); (9)

T n+1
ijk  - T

n+2/3
ijk

\tau 
 - \delta Lz(T n+1

ijk ) - (1 - \delta )Lz(T n+2/3
ijk ) =

= \delta (Lx(T
n+1
ijk ) + Ly(T

n+1
ijk )) + (1 - \delta )(Lx(T n+2/3

ijk ) + Ly(T
n+2/3
ijk )). (10)
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К каждой из разностных схем (8), (9) и (10) применим метод разностной прогон-
ки.

Была проведена численная реализация описанной выше вычислительной схемы.
Полученная форма сварной ванны соответствует прогнозируемой в теоретическом
описании форме. Благодаря полученным результатам можно определять глубину и
протяженность сварной ванны, что позволит рассчитать время для изготовления
сварных изделий различной сложности; затраты на производство, реализуя данную
модель, не проводя эксперименты на практике.
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Investigation of difference methods for solving the

problem of thermal conductivity with phase transitions
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Abstract: The paper presents a physical and mathematical model of the laser welding
process of two metal plates in the form of rectangular parallelepipeds of the same
thickness, which are joined by the sides. When implementing this model, a three-
dimensional difference scheme was constructed for a three-dimensional heat equation
with phase transitions. A numerical method is presented that allows to decompose
it into a chain of three one-dimensional difference schemes. An algorithm for finding
the depth of the formed steam channel is given. Numerical modeling of all considered
methods for solving the problem of thermal conductivity with phase transitions is
carried out.

Keywords: Stefan’s problem, interphase boundary, laser welding, difference scheme.
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УДК 519.622

Области абсолютной устойчивости явных методов

семейства Рунге-Кутты для задачи Далквиста,

преобразованной к наилучшему аргументу и его

модификациям

Кузнецов Е.Б.1, Леонов С.С.1, 2, Цапко Е.Д.1

Московский авиационный институт1,
Российский университет дружбы народов2

Аннотация: В статье исследуются области абсолютной устойчивости явных ме-
тодов семейства Рунге-Кутты для задачи Далквиста. Область абсолютной устой-
чивости позволяет получить оценку шага интегрирования, которая дает возмож-
ность использовать явные методы для решения ряда жестких начальных задач
без существенного возрастания погрешности. Также в статье построены области
абсолютной устойчивости для задачи Далквиста, преобразованной к наилучшему
аргументу и его экспоненциальной модификации. Полученные результаты хоро-
шо согласуются с уже имеющимися теоретическими исследованиями.

Ключевые слова: область абсолютной устойчивости, явные методы семейства
Рунге-Кутты, задача Далквиста, метод продолжения решения, наилучший ар-
гумент, экспоненциальный наилучший аргумент.

1. Области абсолютной устойчивости явных методов семейства
Рунге-Кутты

Рассмотрим задачу Коши для уравнения

dy

dt
= f(t, y) (1)

с начальным условием
y(t0) = y0. (2)

В данной задаче y(t) – искомая функция аргумента t \in [t0, T ], T – заданная правая
граница отрезка изменения аргумента задачи, y0 – значение функции y(t) при t = t0.

Подобными задачами моделируются многие явления и процессы в области фи-
зики, механики, экономики и биологии. При этом в большинстве случаев задача
(1)-(2) не допускает аналитического решения. В этом случае используются числен-
ные методы решения задачи Коши, например одношаговые явные методы семейства
Рунге-Кутты.

1.1. Явные методы семейства Рунге-Кутты

Разобьем интервал изменения аргумента t на n частей, в общем случае перемен-
ной длины:

t0 < t1 < t2 < \cdot \cdot \cdot < tk < \cdot \cdot \cdot < tn = T.

Пусть известно решение задачи yk в узле tk и необходимо найти решение в следующем
узле.
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К. Рунге предложил вычисление приближенного решения yk+1 в виде линейной
комбинации [1, с. 56–64]

yk+1 = yk + pq1K1 + pq2K2 + \cdot \cdot \cdot + pqqKq,

K1 = hf(tk, yk), K2 = hf(tk + \alpha 2h, yk + \beta 21K1), (3)
...

Kq = hf(tk + \alpha qh, yk + \beta q1K1 + \cdot \cdot \cdot + \beta q(q - 1)Kq - 1).

Здесь числа \alpha 2, . . . , \alpha q, \beta 21, . . . , \beta q(q - 1) и pq1, . . . , pqq – настраиваемые параметры.
Семейство методов (3) называется семейством одношаговых явных q-стадийных

методов Рунге-Кутты. Для многих начальных задач явные методы Рунге-Кутты поз-
воляют получить решение приемлемой точности. Но для класса задач, называемых
жесткими, данные методы малоприменимы из-за неконтролируемого роста погреш-
ности при их использовании. По этой причине для жестких начальных задач особое
значение приобретает понятие устойчивости метода решения.

1.2. Абсолютная устойчивость явных методов семейства Рунге-Кутты.

Задача Далквиста

Анализ устойчивости численного метода для исходной задачи (1)-(2) может быть
трудоемким, в особенности, если рассматривается система дифференциальных урав-
нений. Воспользуемся линеаризацией исходной задачи [3, с. 25–27]. Пусть известно
решение y = \varphi (t) задачи (1)-(2). Разложим в ряд Тейлора правую часть уравнения
(1) в окрестности известного решения:

dy

dt
= f

\Bigl( 
t, \varphi 
\bigl( 
t
\bigr) \Bigr) 

+
\partial f

\partial y

\Bigl( 
t, \varphi 
\bigl( 
t
\bigr) \Bigr) \Bigl( 

y - \varphi 
\bigl( 
t
\bigr) \Bigr) 

+
1

2
\cdot \partial 

2f

\partial y2

\Bigl( 
t, \varphi 
\bigl( 
t
\bigr) \Bigr) \Bigl( 

y - \varphi 
\bigl( 
t
\bigr) \Bigr) 2

+o

\biggl( \Bigl( 
y - \varphi 

\bigl( 
t
\bigr) \Bigr) 2\biggr) 

.

Вводя замену
y = Y + \varphi 

\bigl( 
t
\bigr) 
,

получим уравнение

dY

dt
=
\partial f

\partial y

\Bigl( 
t, \varphi 
\bigl( 
t
\bigr) \Bigr) 
Y +

1

2
\cdot \partial 

2f

\partial y2

\Bigl( 
t, \varphi 
\bigl( 
t
\bigr) \Bigr) 
Y 2 + o

\Bigl( 
Y 2
\Bigr) 
.

Если погрешность численного решения достаточно мала, то для исследования устой-
чивости численного метода в окрестности каждой точки интегральной кривой можно
заменить исходную задачу (1)-(2) на задачу Коши для линейного уравнения

dy

dt
= ay (4)

с начальным условием (2), где параметр a является заданным, в общем случае ком-
плексным, числом. Применительно к исходной задаче (1)-(2) параметр a равняется

значению производной
\partial f

\partial y
в рассматриваемой точке интегральной кривой.

Задача (4), (2) называется задачей Далквиста и является тестовой для определе-
ния областей устойчивости численных методов.

Все явные методы семейства Рунге-Кутты для задачи Далквиста могут быть
записаны в виде

yk+1 = R(z)yk, z = ah.
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Функция R(z) называется функцией устойчивости. Метод называется абсолютно
устойчивым для z \in \BbbC , если для этого z выполняется условие [3, с. 26]

| R(z)| \leq 1. (5)

В частности, из условия (5) следует, что | yk+1| \leq | yk| , т. е. погрешность численного
решения не растет. Для жестких начальных задач это условие является ключевым
при выборе метода решения.

В монографии Э. Хайрера и Г. Ваннера [3, с. 27] для задачи Далквиста найдена
общая формула для функции устойчивости R(z). Доказана

Теорема 1. Если метод Рунге-Кутты имеет порядок p, то

R(z) = 1 + z +
z2

2!
+ \cdot \cdot \cdot + zp

p!
+O(zp+1).

Используя теорему 1 можно доказать следующие следствия.
Рассмотрим явный метод Рунге-Кутты первого порядка точности (явный метод

Эйлера), который, в общем случае для задачи (1)-(2), имеет вид [1, с. 58]

yk+1 = yk + hf(tk, yk). (6)

Следствие 1. Область абсолютной устойчивости явного метода Рунге-Кутты
первого порядка точности (явного метода Эйлера) вида (6) для задачи Далквиста
(4), (2) задается неравенством

| 1 + ha| < 1. (7)

При действительных значениях параметра a неравенство (7) дает ограничение на
шаг интегрирования

| h| \leq 2

| a| 
(8)

при условии ah \leq 0. При комплексных значениях параметра a, т. е. при a = \alpha +
i\beta , \alpha , \beta \in \BbbR , неравенство (7) задает на комплексной плоскости круг единичного
радиуса

(\alpha h+ 1)2 + (\beta h) \leq 1.

Рассмотрим явный метод Рунге-Кутты второго порядка точности (явный метод
Эйлера-Коши), который, в общем случае для задачи (1)-(2), имеет вид [1, с. 59]

yk+1 = yk +
1

2
(K1 +K2) , K1 = hf(tk, yk), K2 = hf(tk + h, yk +K1). (9)

Следствие 2. Область абсолютной устойчивости явного метода Рунге-Кутты
второго порядка точности (явного метода Эйлера-Коши) вида (9) для задачи Дал-
квиста (4), (2) задается неравенством\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 1 + ah+ a2

h2

2

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \leq 1. (10)

При действительных значениях параметра a неравенство (10) дает ограничение
на шаг интегрирования (8) при условии ah \leq 0. При комплексных значениях пара-
метра a, т. е. при a = \alpha + i\beta , \alpha , \beta \in \BbbR , неравенство (10) задает на комплексной
плоскости область\biggl( 

1 + \alpha h+ \alpha 2h
2

2
 - \beta 2h

2

2

\biggr) 2

+
\bigl( 
\beta h+ \alpha \beta h2

\bigr) 2 \leq 1.
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Полученные области абсолютной устойчивости изображены на рис. 1 (меньшие
по площади из областей на соответствующих рисунках). Отметим, что из теоремы 1
также следует инвариантность области абсолютной устойчивости для всех методов
семейства Рунге-Кутты одного порядка точности.

а) б)

Рис. 1. Область абсолютной устойчивости для задачи Далквиста:
a) явный метод Эйлера, б) явный метод Эйлера-Коши

2. Применение наилучшего аргумента

В монографии В.И. Шалашилина и Е.Б. Кузнецова [3, с. 50–53] доказано, что при
использовании наилучшего аргумента \lambda , отсчитываемого вдоль интегральной кри-
вой рассматриваемой задачи Коши, область абсолютной устойчивости явной схемы
Эйлера расширяется.

Для задачи Далквиста (4), (2) наилучший аргумент \lambda удовлетворяет соотноше-
нию

(d\lambda )2 = (dy)2 + (dt)2 . (11)

Преобразовав к аргументу (11) уравнение (4), получим систему уравнений

dy

d\lambda 
=

ay\sqrt{} 
1 + | ay| 2

,
dt

d\lambda 
=

1\sqrt{} 
1 + | ay| 2

. (12)

Начальные условия для системы (12) примут вид

y(0) = y0, t(0) = t0. (13)

Обобщим теорему 1 на преобразованную задачу (12)-(13).

Теорема 2. Если метод Рунге-Кутты имеет порядок p, то его функция устойчи-
вости в окрестности каждой точки интегральной кривой преобразованной задачи
(12)-(13) имеет вид

R(u) = 1 + u+
u2

2!
+ \cdot \cdot \cdot + up

p!
+O(up+1),
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где u =
ah\bigl( 

1 + | ayk| 2
\bigr) 3/2 , yk = \varphi (\lambda k),M(tk, yk) – рассматриваемая точка интегральной

кривой.
Используя теорему 2, докажем аналоги следствий 1 и 2 для преобразованной

задачи Далквиста (12)-(13).

Следствие 3. Область абсолютной устойчивости явного метода Рунге-Кутты
первого порядка точности (явного метода Эйлера) вида (6) для преобразованной
задачи Далквиста (12)-(13) в окрестности каждой точки интегральной кривой за-
дается неравенством \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 1 + h

a\bigl( 
1 + | ayk| 2

\bigr) 3/2
\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \leq 1. (14)

При действительных значениях параметра a неравенство (14) дает ограничение на
шаг интегрирования

| h| \leq 
2
\bigl( 
1 + | ayk| 2

\bigr) 3/2
| a| 

, (15)

при условии ah \leq 0. При комплексных значениях параметра a, т. е. при a = \alpha + i\beta ,

\alpha , \beta \in \BbbR , неравенство (14) задает круг радиуса \rho =
\bigl( 
1 + | ayk| 2

\bigr) 3/2
с центром в

точке O1 ( - \rho , 0):
(\alpha h+ \rho )2 + (\beta h)2 \leq \rho 2.

Следствие 4. Область абсолютной устойчивости явного метода Рунге-Кутты
второго порядка точности (явного метода Эйлера-Коши) вида (9) для преобразо-
ванной задачи Далквиста (12)-(13) в окрестности каждой точки интегральной
кривой задается неравенством\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 1 + h

a\bigl( 
1 + | ayk| 2

\bigr) 3/2 +
a2\bigl( 

1 + | ayk| 2
\bigr) 3 h22

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \leq 1. (16)

При действительных значениях параметра a неравенство (16) дает ограничение
на шаг интегрирования (15) при условии ah \leq 0. При комплексных значениях пара-
метра a, т. е. при a = \alpha + i\beta , \alpha , \beta \in \BbbR , неравенство (16) задает на комплексной
плоскости область\biggl( 

\rho 2 + \rho \alpha h+ \alpha 2h
2

2
 - \beta 2h

2

2

\biggr) 2

+
\bigl( 
\rho \beta h+ \alpha \beta h2

\bigr) 2 \leq \rho 4.

Полученные области абсолютной устойчивости для преобразованной задачи Дал-
квиста изображены на рис. 1 (большие по площади из областей на соответствующих
рисунках) при \rho = 2. Как видно из рис. 1, область абсолютной устойчивости для
задачи (12)-(13) совпадает с областью абсолютной устойчивости для задачи (4), (2)
только при a = 0 или yk = 0. В остальных случаях область устойчивости преоб-
разованной задачи Далквиста превосходит по размерам область исходной задачи,
занимая всю левую полуплоскость при ayk \rightarrow \infty .
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3. Применение модифицированного наилучшего аргумента

Помимо наилучшего аргумента \lambda , в работах авторов [4, 5] для решения сверх-
жестких задач предложено использовать экспоненциальный наилучший аргумент

(d\kappa )2 = (dy)2 + \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}( - 2\xi t) \cdot (dt)2 . (17)

Задача Далквиста (4), (2), преобразованная к экспоненциальному наилучшему
аргументу (17) примет вид

dy

d\kappa 
=

ay \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p} (\xi t)\sqrt{} 
1 + a2y2 \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p} (2\xi t)

,
dt

d\kappa 
=

\mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p} (\xi t)\sqrt{} 
1 + a2y2 \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p} (2\xi t)

, (18)

а начальные условия для нее запишутся в форме (13).
Для задачи (18), (13) доказана следующая

Теорема 3. При значениях параметра \xi , удовлетворяющих условию

a \cdot \xi \leq 0,

область абсолютной устойчивости явного метода Рунге-Кутты первого порядка
точности (явного метода Эйлера) вида (6) для преобразованной к экспоненциаль-
ному наилучшему аргументу \kappa задачи Далквиста (18), (13) в окрестности каждой
точки интегральной кривой задается неравенством\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 1 + 1

2

\mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p} (\xi tm)

(1 + a2y2m \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p} (2\xi tm))3/2
hD\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \leq 1, (19)

где

D\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x} =

\left\{         
D1, a+ \xi \geq  - 2(1 + a2y2m \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p} (2\xi tm))

3/2

h \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p} (\xi tm)
,

D2, a+ \xi <  - 2(1 + a2y2m \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p} (2\xi tm))
3/2

h \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p} (\xi tm)
,

D1 = a+ \xi +
\sqrt{} 

(a - \xi )2  - 4a3\xi y2m \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p} (2\xi tm),

D2 = a+ \xi  - 
\sqrt{} 

(a - \xi )2  - 4a3\xi y2m \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p} (2\xi tm).

При действительных значениях параметра a неравенство (19) дает ограничение на
шаг интегрирования

| h| \leq 4 (1 + a2y2m \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p} (2\xi tm))
3/2

| D\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}| \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p} (\xi tm)
при условии aD\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x} \leq 0.

Справедливо следующее следствие теоремы 3.

Следствие 5. При значении параметра \xi =  - a условие абсолютной устойчивости
явного метода Эйлера вида (6) для задачи (18), (13) принимает форму

| h| \leq 2 [\mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p} (atm) + a2y2m \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p} ( - atm)]
| a| 

. (20)

Данное следствие показывает, что при достаточно больших значениях a ограниче-
ние (20) позволяет увеличить размер шага интегрирования без потери устойчивости
метода.
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Absolute stability domains of explicit methods of the

Runge-Kutta family for the Dahlquist problem

transformed to the best argument and its modifications

E.B. Kuznetsov1, S.S. Leonov1, 2, E.D. Tsapko1
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Abstract: The paper investigates the absolute stability domains of explicit methods of
the Runge-Kutta family for the Dahlquist problem. The domain of absolute stability
allows us to obtain an estimate of the step size of integration, which enables using
explicit methods to get an approximate solution for a number of stiff initial problems
without a significant increase in error. Also, the absolute stability domains for the
Dahlquist problem transformed to the best argument and its modification constructed
in the paper. The obtained results are in good agreement with existing theoretical
researches.

Keywords: absolute stability domain, explicit Runge-Kutta methods, the Dahlquist
problem, solution continuation method, the best argument, exponential best argument.
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Дифференциальные уравнения для восстановления

зависимости из ее гармоник

Кузьмичев Н.Д.

Национальный исследовательский Мордовский государственный университет

Аннотация: В работе представлены неоднородные дифференциальные уравне-
ния для восстановления производной экспериментально исследуемой зависимо-
сти из ее первой гармоники. На основе дифференциальных уравнения 2-го и 4-го
порядков рассмотрен пример восстановления зависимости. Решение задачи Коши
осуществлялось численно методом Рунге-Кутты четвертого порядка точности.

Ключевые слова: восстановление производной зависимости, гармоники Фурье,
неоднородное дифференциальное уравнение, задача Коши, метод Рунге-Кутты.

1. Введение

Хорошо известна модуляционная методика, которая широко применяется в экс-
периментальной физике, приборостроении, радиотехнике и других приложениях. В
указанной методике используется следующая простая связь. При наложении на объ-
ект исследования статического x0 и гармонического воздействия с малой амплиту-
дой a объект откликается периодическим сигналом, в основном содержащим первую
гармонику Фурье. Амплитуда первой гармоники пропорциональна производной изу-
чаемой зависимости:

F (x0 + h \cdot \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}(\omega t)) \approx F (x0) +

\biggl( 
\partial F

\partial x

\biggr) 
x0

\cdot h \cdot \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}(\omega t).

Данное соотношение можно использовать для малых амплитудах модуляции, сла-
бой нелинейности зависимости и в отсутствии гистерезиса. При невыполнении одного
из отмеченных условий задача значительно усложняется и требует детального ана-
лиза для каждого отдельного случая. Указанный анализ был проведен в работах
[1-6]. Примером могут служить нелинейные магнитные свойства и вольтамперные
характеристики высокотемпературных сверхпроводников.

2. Ряды Тейлора для коэффициентов Фурье

Пусть экспериментально исследуется гистерезисная зависимость, например, на-
магниченность M(H) образца магнитного материала. При статическом и перемен-
ном воздействии частотой \omega на образец внешним магнитным полем напряженностью
H = H0 + h \cdot \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}\omega \tau сигнал отклика материала будет периодической функцией вре-
мени \tau и в регистрируемом сигнале, содержащем информацию о зависимости, име-
ются высшие гармоники. Для удобства обозначим M(H) = f(x)). Следуя работам
[1-6], разложим исследуемую зависимость M(H) в ряд Тейлора в точке H0 \equiv x0 по
z = a \cdot \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}\omega \tau , который преобразуется в ряд Фурье:

f(x) = f(x0 + a \cdot \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}(t)) = c0
2
+

\infty \sum 
n=1

[c\prime n \cdot \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}(nt) + c\prime \prime n \cdot \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}(nt)]. (1)
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В выражении (1) переменная величина t = \omega \cdot \tau есть безразмерное время. Ряды
для амплитуд гармоник (коэффициентов ряда Фурье) равны:\left\{       

c\prime n(x0, a) = 2 \cdot 
\infty \sum 
m=0

1

m!(n+m)!
\cdot 
\Bigl( a
2

\Bigr) 2m+n

\langle f(x0)\rangle (2m+n)

c\prime \prime n(x0, a) =
2

\pi 

\infty \sum 
p=0

\bigtriangleup c(x0)(p) \cdot Sp,n \cdot 
hp

p!

(2)

Здесь \langle f(x)\rangle =
[f - (x) + f+(x)]

2
– средняя кривая гистерезисной зависимости,

\langle f(x)\rangle (k),\bigtriangleup f(x)(k) производная от \langle f\rangle или от\bigtriangleup f(x) по x порядка k,\bigtriangleup f(x) = [f - (x) - 
f+(x)] – разностная кривая гистерезисной зависимости , f - (x) – ветвь гистерезисной
зависимости для убывающего x, а f+(x) – возрастающего x,

Sp,n =
n - 1\sum 
i=0

p!(n+ p - 2i - 2)!!

(p - i)!(p+ n)!!
.

Здесь при n = 2k, p = 2m + 1, а при n = 2k + 1, p = 2m. Например, S(p, 0) =

0, S(p, 1) =
1

p+ 1
, S(p, 2) =

2

p+ 2
, S(p, 3) =

3p+ 1

(p+ 1)(p+ 3)
и т. д. При получении

выражений (1) и (2) предполагалось, что ветви f - (x) и f+(x) являются бесконечно
дифференцируемыми функциями на интервале (x0 - a, x0+a). Для первой гармоники
зависимости имеем следующие ряды:

c\prime 1(x0, h) = 2
\infty \sum 
m=0

1

m!(m+ 1)!
\cdot 
\Bigl( a
2

\Bigr) 2m+1

\langle f(x0)\rangle (2m+1) (3)

c\prime \prime 1(x0, h) =
2

\pi 

\infty \sum 
m=0

\bigtriangleup f(x0)(2m) \cdot a2m

(2m+ 1)!
(4)

В отсутствии гистерезиса \langle f(x)\rangle = f(x), а \bigtriangleup f(x) = 0. В этом случае c\prime \prime n = 0.
На рис. 1 для примера приведены различные кривые и ветви намагниченности

для сверхпроводника второго рода, находящегося в критическом состоянии [7].

3. Дифференциальные уравнения для восстановления произ-
водной

Рассмотрим безгистерезисную зависимость f(x). При достаточно малых значе-
ниях в (4) оставим три члена разложения:

c\prime 1 \approx a
df(x)
dx

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
x0

+
a3

8
\cdot d

3f(x)

dx3

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
x0

+
a5

192
\cdot d

5f(x)

dx5

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
x0

. (5)

Из формулы (5) следует линейное дифференциальное уравнение для восстанов-

ления производной
df
dx

при известной зависимости первой гармоники c\prime 1(x0, a). Зави-

симость c\prime 1(x0, a) можно определить экспериментально, например, для исследования
магнитных свойств материала – путем исследования спектра гармоник намагничен-
ности при помещении образца в переменное магнитное поле амплитудой h и постоян-
ное поле напряженностьюH0. Таким образом, для малых фиксированных амплитуд a
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Рис. 1. Min(H) – начальная кривая намагниченности, < M(H) > – средняя кривая
намагниченности, \bigtriangleup M(H) – разностная кривая намагниченности, M - (H) – ветвь

намагниченности в убывающем поле, M+(H) – ветвь намагниченности в возрастающем поле.

формула (5) превращается в линейное дифференциальное уравнение пятого порядка,

которое сводится к уравнению четвертого порядка относительно
df
dx

.Для простоты

введем обозначение
df
dx

= Z, тогда уравнение имеет вид:

d4z
dx40

+
24

a2
\cdot d

2z

dx20
+

192

a4
\cdot Z =

192

a5
\cdot c\prime 1(x0, a). (6)

При уменьшении амплитуд модуляции a можно уменьшить порядок уравнения
на два:

d2z
dx20

+
8

a2
\cdot Z =

8

a3
\cdot c\prime 1(x0, a). (7)

В уравнениях (6) и (7) величина Z является производной исследуемой зависимо-
сти по величине статического воздействия x0. При увеличении амплитуды необхо-
димо учитывать следующий член разложения (5) и т. д. Это приводит к увеличению
порядка дифференциального уравнения на два.

Критерий точности восстановления
df
dx

из уравнений (6) и (7) находится из сле-

дующего соотношения [3, 4]:

df
dx

=
1

a

\infty \sum 
m=0

( - 1)m(2m+ 1)c\prime 2m+1 \approx 
1

a
[c\prime 1  - 3c\prime 3 + 5c\prime 5].

При

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 3c\prime 3c\prime 1
\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \sim 1 и

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 5c\prime 5c\prime 1
\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \ll 1 хорошую точность дает уравнение (7), при

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 5c\prime 5c\prime 1
\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \sim 1 –

уравнение (6). Ошибку восстановления можно оценить по формуле [4,6]:\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| dfdx  - 1

a
(c\prime 1  - 3c\prime 3 + 5c\prime 5)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| < c\prime 7
7a
.

При практическом восстановлении дифференциальной восприимчивости, кроме
численного задания правой части уравнения (7) (экспериментально определенная
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c\prime 1(x0, a)) необходимо задавать начальные условия Z(xH) и
dZ(xH)
dx

, т. е. поставить

задачу Коши. В силу численного задания экспериментально определенной правой
части уравнения (7) его необходимо решать численно путем сведения его к систе-
ме уравнений 2-го порядка. Определенную таким способом задачу Коши можно ре-
шать методом Рунге-Кутты 4-го порядка [8]. Другим методом решения уравнения (7)
является использование аналитического решения, выраженного общим интегралом
записанного в виде свертки с правой частью указанного уравнения [9]:

Z(x) = A \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}

\Biggl( 
2
\surd 
2

a
x

\Biggr) 
+B \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}

\Biggl( 
2
\surd 
2

a
x

\Biggr) 
+

2
\surd 
2

a2

\int x

x0

c\prime 1(x0, a) \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}

\Biggl( 
2
\surd 
2

a
(x - x0)

\Biggr) 
dx0.

(8)
Здесь A и B являются значениями постоянно определяемых начальных условий.

Интеграл в правой части (8) в силу численного задания c\prime 1(x0, a) вычисляется числен-
но. Рассмотрим развитую методику на примере зависимости средней кривой намаг-
ниченности, часто используемой для описания магнитных свойств тонкого сверхпро-
водящего диска, находящегося в критическом состоянии. Средняя намагниченность
имеет вид [2]:

M(H) =  - M0 \cdot \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}
\biggl( 
 - | H| 
H\ast 

\biggr) 
[\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{h}

\biggl( 
H

H\ast 

\biggr) 
]. (9)

Первая гармоника намагниченности определялась по формуле:

M \prime 
1(h,H0) =

1

\pi 

2\pi \int 
0

M(H0 + h \cdot \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}(t)) \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}(t)dt. (10)

Вычисления производилось в системе MathCad. Результаты восстановления диф-
ференциальной восприимчивости для h = 0.5H\ast приведены на рис. 2. Уравнение (7)
сводилось к системе 2-х дифференциальных уравнений и решалось численно мето-
дом Рунге-Кутты. Величина магнитного поля выражена в единицах H\ast , а Xc, Xd, и
M \prime 

1(H, h)/h в единицах Xd(0).
Из рис. 2 видно, что дифференциальная восприимчивость хорошо восстанавли-

вается вдали от особенности, находящейся в нуле поля. Для улучшения результатов
необходимо уменьшать h или увеличивать степень дифференциального уравнения:
необходимо брать следующие члены ряда (4). Точность восстановления сильно зави-

сит от выбора начальных условий Xc(HH) и
dXc(HH)

dH
. Для начала счета в качестве

Xc(HH) следует взять
M \prime 

1(HH)

h
. Таким образом, развитая методика восстановления

на основе неоднородных дифференциальных уравнений позволяет определять про-
изводную зависимости. Рассмотренный метод восстановления можно применять для
исследования нелинейных вольтамперных характеристик полупроводниковых струк-
тур и сверхпроводников, а также для исследования поляризации сегнетоэлектриков
и имеет другие приложения.
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Рис. 2. Кривая 1 – дифференциальная восприимчивость Xd, кривая 2 – восстановленная

восприимчивость Xc с помощью уравнения (7) из M \prime 
1 в (10), кривая 3 – функция

M \prime 
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h
.
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Abstract: The article presents non-homogeneous differential equations used for restoring
the derivative of the experimentally studied dependence from its first harmonic. Based
on the differential equations of the 2nd and 4th orders, an example of dependence
recovery is considered. The solution of the Cauchy problem was carried out numerically
by the Runge-Kutta method of the fourth order of accuracy.
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Математическое моделирование влияния

инвазивных электрических полей на динамику

нейронных сетей при болезни Паркинсона

Кутыркина М.А., Мамедова Т.Ф.

Национальный исследовательский Мордовский государственный университет

Аннотация: Данная работа посвящена изучению влияния инвазивной электро-
стимуляции глубоких структур головного мозга на динамику нейронных сетей
при болезни Паркинсона. В работе используется математическая модель Ходж-
кина – Хаксли для имитации активности нейронов под действием электрических
полей. В исследовании учитывается такие параметры стимуляции, как проводи-
мость калиевых и натриевых каналов, а также параметры электрического поля,
включая диэлектрическую проницаемость, проводимость среды и напряженность
электрического поля. Результаты моделирования позволяют понять взаимодей-
ствие между электрической стимуляцией и нейронной активностью в головном
мозге, а также спрогнозировать влияние различных параметров стимуляции на
динамику естественных нейронных сетей.

Ключевые слова: модель Ходжкина-Хаксли, инвазивная электростимуляция, бо-
лезнь Паркинсона, мембранный потенциал.

1. Введение

Болезнь Паркинсона — это нейродегенеративное заболевание, характеризующее-
ся прогрессирующей гибелью нейронов в определенных областях мозга, ответствен-
ных за управление движением [1]. Одним из методов лечения болезни Паркинсона
является инвазивная электростимуляция глубоких структур головного мозга с помо-
щью вживляемых электродов. Однако механизмы, лежащие в основе эффекта этой
стимуляции, до сих пор до конца не изучены. Понимание этих механизмов является
ключом к разработке более эффективных методов лечения и оптимизации парамет-
ров стимуляции.

Математическое моделирование динамики нейронных сетей под действием инва-
зивных электрических полей является новым и перспективным подходом к изучению
эффектов стимуляции. Данный подход позволяет исследовать взаимодействие меж-
ду электрической стимуляцией и нейронной активностью в головном мозге, а также
прогнозировать влияние различных параметров стимуляции.

2. Описание модели и постановка задачи

Для моделирования динамики нейронных сетей была использована модель Ходж-
кина-Хаксли, которая описывается системой дифференциальных уравнений. В систе-
ме приняты следующие обозначения V (t) – мембранный потенциал, а m(t), h(t), n(t)
являются воротными переменными: m и n – переменные активации для калиевых
и натриевых каналов, а h – переменная инактивации натриевых каналов. Воротные
переменные – это вероятности открытия или закрытия ионных каналов в нейронной
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мембране. Остальные параметры известны и определяются экспериментально [2].
Сама модель имеет вид:\left\{                         

Cm
dV

dt
= Iext + Isyn(t) - GNa  - GK  - GL,

dm

dt
= \alpha m(V )(1 - m) - \beta m(V )m,

dh

dt
= \alpha h(V )(1 - h) - \beta h(V )h,

dn

dt
= \alpha n(V )(1 - n) - \beta n(V )n,

(1)

где

\alpha m =
0.1(25 - V )

0.1 \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p} (25 - V ) - 1
, \alpha n =

0.01(10 - V )

1 + 0.1 \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p} (10 - V ) - 1
,

\alpha m =
0.1(25 - V )

0.1 \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p} (25 - V ) - 1
, \beta m = 4 \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}

\biggl(  - V
18

\biggr) 
,

\beta h =
1

1 + \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p} (0.1(30 - V ))
, \beta n = 0.125 \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}

\biggl(  - V
80

\biggr) 
,

GNa = gNam
3h(V  - VNa), GK = gKn

4h(V  - VK), GL = gL(V  - VL).
Сумма синаптических токов рассчитывается по следующей формуле:

Isyn = Cmgexc

\Biggl[ 
Ne\sum 
k=1

\sum 
l

\bfI (t - tlk) - K
Ni\sum 
p=1

\sum 
n

\bfI (t - tnp )

\Biggr] 
Здесь Ne – количество возбуждающих нейронов, Здесь Ni – количество тормозных
нейронов, \bfI – индикаторная функция, принимающая значение 1, если их аргументы
равны нулю, и 0 – в противном случае, tba – время разряда a-го спайка b-го нейрона,
Cm есть мембранная емкость, gexc = 1 и K = 4 – константы, которые вычисляются
эмпирически.

В норме проводимость калиевых каналов составляет 120 мСм, натриевых каналов
– 36 мСм. В случае болезни Паркинсона эти параметры принимают значения 150 мСм
и 18 мСм соответственно.

Одним из способов лечения болезни Паркинсона является применение инвазив-
ных электрических полей. Чтобы учесть влияние электрического поля на нейронную
сеть, изменим первое уравнение системы, добавив в него силу электрического поля
F , действующего на мембрану клетки:

Cm
dV

dt
= Iext + Isyn(t) - GNa  - GK  - GL + F (2)

На основе закона Ома и закона Кулона сила электрического поля рассчитывается по
формуле:

F = E(V  - U),
где E – напряженность электрического поля, которое воздействует на потенциал
клетки и рассчитывается по формуле:

E = U
\sigma 

\epsilon 
.
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Определим параметры инвазивного электрического поля, действующего на ней-
роны головного мозга, такие как такие как диэлектрическая постоянная среды \epsilon ,
проводимость среды \sigma и напряжение электрического поля U . Значения диэлектри-
ческой постоянной межклеточной жидкости в головном мозге находятся в диапазоне
от 50 до 80. Проводимость межклеточной жидкости составляет около 1-2 См.

Напряжение, применяемое при глубокой стимуляции мозга, обычно составляет
несколько вольт. Однако, точные значения напряженности электрического поля мо-
гут варьироваться в зависимости от индивидуальных характеристик пациента, вы-
бранной стимуляционной области и настроек устройства стимуляции. Обычно при
лечении нервных заболеваний типичная амплитуда стимуляционного импульса со-
ставляет от 1 до 10 В [3].

Была поставлена задача, найти такое значение напряжения инвазивного элек-
трического поля U , при котором динамика нейронных сетей при болезни Паркинсона
была бы близка к динамике нейронных сетей здорового человека.

3. Результаты численных экспериментов

Модель, о которой идет речь, была реализована с использованием среды разра-
ботки Google Colaboratory [4]. Эта среда обладает высокой скоростью вычислений
и позволяет использовать Python-библиотеки для анализа данных в режиме онлайн.
В процессе программирования были использованы библиотеки NumPy, предоставляю-
щая широкий набор функций для численного моделирования, и Matplotlib, которая
позволяет визуализировать полученные данные.

Исследование велось при следующих входных параметрах: количество возбуж-
дающих нейронов – 200, количество тормозящих нейронов – 50. В ходе первого чис-
ленного эксперимента сравнивалось поведение мембранного потенциала без учета
влияния F , согласно модели (1). Выяснилось, что период колебаний мембранного
потенциала нейронов с болезнью Паркинсона меньше, чем период колебаний V здо-
рового человека и составляет 11.88 мс.

В ходе второго численного эксперимента изучалось влияние внешнего электриче-
ского поля F на мембранный потенциал согласно модели (2) при значениях диэлек-
трической постоянной \epsilon = 70 и проводимости среды \sigma = 1 См. В результате этого
эксперимента было установлено, что при значении напряжения U = 4.866 В пери-
од колебаний потенциала при болезни Паркинсона близок к аналогичной величине
здоровых нейронов (14.5 мс) и составляет 14.67 мс.

Более высокие значения напряжения приводит к уменьшению периода колебаний
мембранного потенциала, что говорит о попытках организма восстановить нормаль-
ную активность нейронов или компенсировать потерю дофамина, которая возникает
при болезни Паркинсона. Низкие значения напряжения, наоборот, приводят к уве-
личению периода колебаний: что время, необходимое для возникновения и восста-
новления мембранного потенциала, увеличено, то сказывается на скорости и эффек-
тивности передачи информации между нейронами.

4. Заключение

Полученные результаты могут быть использованы в дальнейших исследованиях
и разработке новых подходов к лечению нейродегенеративных заболеваний. Матема-
тическое моделирование динамики нейронных сетей под воздействием электрических
полей может служить основой для создания более точных и адаптированных мето-

118



XVI Международная научная конференция

«Дифференциальные уравнения и их приложения в математическом моделировании»

Саранск, 17-20 августа 2023 года

дов стимуляции, способных более точно влиять на нейронную активность и улучшать
эффекты лечения.
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The work uses the Hodgkin-Huxley mathematical model to simulate the activity of
neurons under the action of electric fields. The study takes into account stimulation
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О точности разрывного метода Галеркина при

расчете газодинамических ударных волн*
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Аннотация: В статье представлены результаты расчетов газодинамических удар-
ных волн, возникающих при решении задачи Коши с гладкими периодически-
ми начальными данными. Эти расчеты проводились по трем модификациям DG
(Discontinuous Galerkin) метода, в которых решение представлено в виде кусочно-
линейной разрывной функции. Результаты расчетов показали, что DG методы,
в которых для монотонизации полученного решения применяется ограничитель
Кокбурна, обладают примерно одинаковой точностью в областях влияния удар-
ных волн, в то время как немонотонный DG метод, в котором этот ограничитель
не используется, демонстрирует в этих областях существенно более высокую точ-
ность. Это позволяет использовать немонотонный DG метод в качестве базисного
при построении комбинированной схемы, которая монотонно локализует фрон-
ты ударных волн и одновременно сохраняет повышенную точность в областях их
влияния.

Ключевые слова: уравнения газовой динамики, ударные волны, разрывный метод
Галеркина

1. Введение

Предыдущие исследования в области численных схем для гиперболических си-
стем законов сохранения показали, что среди двухслойных по времени линейных
схем не существует схем повышенного порядка аппроксимации [1]. В связи с этим,
развитие теории схем сквозного счета было направлено на создание численных схем,
которые обеспечивают повышенный порядок аппроксимации на гладких решениях и
монотонность на ударных волнах за счет нелинейной коррекции потоков. Эта коррек-
ция приводит к нелинейности данных схем при аппроксимации линейных гипербо-
лических систем. В результате были разработаны различные классы NFC (Nonlinear
Flux Correction) схем, такие как MUSCL, TVD, WENO, DG и CABARET. К NFC
схемам также относятся гибридные схемы, в которых численное решение на каждом
временном слое монотонизируется с помощью специального численного алгоритма
в окрестностях больших градиентов точного решения. Главное преимущество NFC
схем состоит в их способности с высокой точностью локализовать ударные волны, не
приводя к существенным нефизическим осцилляциям. При этом основной недоста-
ток NFC схем заключается в том, что эти схемы имеют не более чем пеpвый поpядок
локальной сходимости в областях влияния удаpных волн и, по существу, схемами по-
вышенной точности не являются. Было показано, что некоторые немонотонные схе-
мы, в частности, схема Русанова из [2], схема CWA (Compact Weak Approximation)

*Работа выполнена при частичной финансовой поддержке РНФ, проект № 22-11-00060
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из [3] и схема DG1 из [4], в отличие от NFC схем, сохраняют повышенную точность
в областях влияния удаpных волн, что позволило использовать эти схемы в качестве
базисных при построении для системы уравнений мелкой воды комбинированных
схем сквозного счета [5-8], которые монотонно локализуют фронты ударных волн и
одновременно сохраняют повышенную точность в областях их влияния.

В данном исследовании изучается точность разрывного метода Галеркина при
численном моделировании разрывных решений системы уравнений неизоэнтропи-
ческой газовой динамики, которая, в отличие от системы уравнений мелкой воды,
в общем случае не допускает записи в форме инвариантов. Для проведения срав-
нительного анализа точности используются следующие схемы: немонотонная схема
DG1 и две NFC схемы DG1A1 и DG1A2, алгоритмы которых приведены в [5]. Для те-
стирования используется специальная задачи Коши [9] с гладкими периодическими
начальными данными, при решении которой внутри расчетной области в результате
градиентных катастроф формируется последовательность изолированных ударных
волн, распространяющихся с постоянной скоростью. Между этими ударными волна-
ми образуются их области влияния, которые с течением времени заполняют всю рас-
четную область. Для данной задачи Коши будем использовать аббревиатуру PCPG
(Periodic Cauchy Problem for Gas dynamics).

2. Задача Коши для гиперболической системы законов сохра-
нения

Рассмотрим квазилинейную гиперболическую систему законов сохранения

ut + f(u)x = 0, (1)

где u(x, t) – искомая, а f(u) – заданная гладкие вектор-функции. Поставим для си-
стемы (1) задачу Коши с гладкими периодическими начальными данными

u(x, 0) = u0(x) \equiv u0(x+X). (2)

Предположим, что задача (1), (2) при t > 0 имеет единственное ограниченное обоб-
щенное решение u(x, t), в котором с течением времени формируется последователь-
ность изолированных ударных волн.

Численные схемы разрывного метода Галеркина, аппроксимирующие задачу (1),
(2), будем строить на равномерной прямоугольной сетке

S = \{ (xj, tn) : xj = jh, tn = n\tau , n \geq 0\} , (3)

где h =
X

M
– шаг сетки по пространству, M – заданное целое положительное число,

\tau = zh
\big/ 
\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}
k,j,n
| \lambda k(vh(xj+1/2, tn))| (4)

\tau – шаг сетки по времени, выбираемый из условия устойчивости Куранта, в кото-
ром z \in (0, 1) – коэффициент запаса, \lambda k(u) – собственные значения матрицы Якоби
fu(u) системы (1), vh(xj+1/2, tn) – значение численного решения vh(x, tn) в полуцелом
пространственном узле xj+1/2 = (j + 1/2)h.

Поскольку в рассматриваемой тестовой задаче Коши (1), (2) точное решение
u(x, t) заранее неизвестно, то для приближенного вычисления ошибок численного
решения vh(x, tn) этой задачи мы применим метод Рунге [5]. Для этого зафиксируем
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на сетке (3) некоторый узел (xj+1/2, tn), где n \geq 1, и введем для него обозначение
(\~x, \~t), где \~x = (j + 1/2)h и \~t = n\tau > 0. Предположим, что на последовательности
сгущающихся сеток

Si = \{ (xij, tin) : xij = jhi, t
i
n = n\tau i, n \geq 0\} , i = 1, 2, ...,

где hi = h/3i - 1, \tau i = \tau /3i - 1, получаемых путем сжатия базисной сетки (3), численное
решение vhi(x, t

i
n) в точке (\~x, \~t) сходится к точному решению u(x, t) с порядком r,

который приближенно вычисляется по следующей формуле Рунге

r = \mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g}3
| vh1  - vh2| 
| vh2  - vh3 | 

= \mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g}1/3
| vh2  - vh3 | 
| vh1  - vh2 | 

, (5)

С учетом (5) получаем приближенную оценку для вектора ошибок численного
решения на базисной сетке (3)

\delta vh = vh  - u = (vh1  - vh2)
\biggl( 
1 - | vh2  - vh3| 
| vh1  - vh2| 

\biggr)  - 1

,

из которой следует формула для относительных дисбалансов (погрешностей) чис-
ленного решения

\Delta vh = \mathrm{l}\mathrm{g}
| \delta vh| 
| vh| 

= \mathrm{l}\mathrm{g}
| vh  - u| 
| vh| 

. (6)

3. Задача Коши для системы уравнений неизэнтропической га-
зовой динамики

В качестве конкретной гиперболической системы (1) выберем систему законов
сохранения неизэнтропической газовой динамики, для которой

u =

\left(      
\rho 

\rho u

\rho e

\right)      , f(u) =

\left(      
\rho u

\rho u2 + p

u(\rho e+ p)

\right)      , (7)

где \rho , u, p и e = \varepsilon +u2/2 – плотность, скорость, давление и удельная полная энергия,
\varepsilon – удельная внутренняя энергия. Давление и внутренняя энергия удовлетворяют
уравнению состояния идеального политропного газа p = (\gamma  - 1)\rho \varepsilon , в котором \gamma = 1.4
– показатель адиабаты двухатомного газа. Система (1), (7) имеет два изоэнтропиче-
ских квазиинварианта w1, w3 и инвариант w2 = s, которые задаются формулами

w1 = u - 2c

\gamma  - 1
, w2 =

1

\gamma  - 1
\mathrm{l}\mathrm{n}

p

\rho \gamma 
, w3 = u+

2c

\gamma  - 1
,

где s – энтропия и c =
\sqrt{} 
\gamma p

\rho 
– скорость звука.

Рассмотрим для системы (1), (7) задачу Коши с гладкими периодическими на-
чальными условиями (задача PCPG)

w1(x, 0) =  - 10, w2(x, 0) = 0, w3(x, 0) = \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}

\biggl( 
2\pi (x+ 3)

X
+
\pi 

4

\biggr) 
+ 10, (8)
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где X = 10 – длина периода. Из условий (8) однозначно определяются начальные
значения u(x, 0) базисных параметров течения, в частности, плотность газа \rho (x, 0),
показанная на рис. 1а пунктирной линией. Поскольку в начальный момент времени
энтропия газа постоянна, то во всех гладких частях точного решения, не входящих
в области влияния ударных волн, течение газа является изоэнтропическим.

В точном решении задачи PCPG в момент времени t\ast \approx 1.35 формируется по-
следовательность изолированных ударных волн, которые распространяются друг за
другом с одинаковыми скоростями в положительном направлении оси x. На рис. 1а
и 2а в моменты времени t = 1 и t = 5 сплошными линиями изображены квазиточные
профили плотности, получаемые при расчете по схеме DG1A1 на мелкой сетке (3), в
которой h = 1/1215. К моменту времени t = 1 в точном решении начинают форми-
роваться области больших градиентов, но решение еще остается гладким (рис. 1а).
В момент времени t = 5 сформировавшиеся ударные волны проходят расстояние
большее длины периода X = 10 и вся расчетная область становится их областью
влияния. С учетом этого сильный разрыв, расположенный на линии, приведеннойых
на рис. 2а, соответствуют ударной волне, которая сформировалась в момент време-
ни t\ast внутри интервала [ - X, 0].

0 2 4 6 8 10 x
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Рис. 1. Плотность газа (а) и относительные локальные дисбалансы (б), получаемые в момент
времени t = 1 при численном решении задачи PCPG.

На рис. 1 и 2 приведены результаты расчетов задачи PCPG по схемам DG1 (круж-
ки), DG1A1 (квадратики) и DG1A2 (точки) на равномерной сетке (3). На верхних
рисунках с индексом (а) показаны значения плотности газа, получаемые при расче-
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Рис. 2. Плотность газа (а) и относительные локальные дисбалансы (б), получаемые в момент
времени t = 5 при численном решении задачи PCPG.

те, в котором h = 0.2. Из этих рисунков видно, что, в отличие от NFC схем DG1A1
и DG1A2, немонотонная схема DG1 имеет заметные нефизические осцилляции в
окрестностях ударных волн. На нижних рисунках с индексом (б) приведены относи-
тельные локальные дисбалансы (6), получаемые при расчете на базисной сетке (3),
где h = 1/135. Значения этих дисбалансов показаны для каждого 30-го полуцелого
пространственного узла разностной сетки.

Из рис. 1б и 2б следует, что NFC схемы DG1A1 и DG1A2, в которых для моното-
низации численного решения применяется ограничитель Кокбурна, имеют приблизи-
тельно одинаковую точностью в областях влияния газодинамических ударных волн,
в то время как немонотонная схема DG1, в которой этот ограничитель не исполь-
зуется, демонстрирует в этих областях существенно более высокую точность. Это
позволяет использовать схему DG1 в качестве базисной при построении комбиниро-
ванной схемы, которая монотонно локализует фронты ударных волн и одновременно
сохраняет повышенную точность в областях их влияния.
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Abstract: We present the results of calculations of gas-dynamic shock waves, arising
in solving the Cauchy problem with smooth periodic initial data. These calculations
were carried out for three modifications of DG (Discontinuous Galerkin) method,
in which the solution is represented as a piecewise linear discontinuous function.
The results showed that DG methods, in which the Cockburn’s limiter is applied
to monotonize the obtained solution, have approximately the same accuracy in the
areas of influence of shock waves, while the nonmonotonic DG method, in which this
limiter is not used, demonstrates in these areas significantly higher accuracy. This
allows the nonmonotonic DG method to be used as a basic one when constructing a
combined scheme, which monotonously localizes the fronts of shock waves and at the
same time preserves increased accuracy in the areas of their influence.
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Применение узловых полностью консервативных

разностных схем с вязким наполнением для

уравнений газовой динамики в переменных Эйлера

на задаче Сода

Ладонкина М.Е.1,2, Повещенко Ю.А.1,2, Чжан Хаочэнь1,2

ИПМ им. М.В. Келдыша РАН1, МФТИ2

Аннотация: Для уравнений газовой динамики в эйлеровых переменных созда-
но семейство двухслойных по времени полностью консервативных разностных
схем (ПКРС) с временными весами, переменными по пространству. Значительное
внимание в работе уделено применению способов конструирования регуляризо-
ванных потоков массы, импульса и внутренней энергии, сохраняющих свойства
ПКРС данного класса на классической задаче Сода, анализу их амплитуды и воз-
можности их использования на неравномерных сетках. Построенная схема имеет
точность второго порядка и реализуется с помощью простых итерационных про-
цессов. Разработанная программа имеет достаточно высокую точность даже на
крупных сетках. Выполнено тестирование классической задачи – задачи Сода
для подтверждения эффективности разработанной схемы и методов.

Ключевые слова: полностью консервативные разностные схемы, метод опорных
операторов, газовая динамика, задача Сода.

1. Полностью консервативная дифференциально разностная схе-
ма

На рис. 1 представлена соответствующая разностная сетка, где \omega – узлы разност-
ной сетки, а \Omega – ячейки. К узлам \omega будем относить термодинамические величины: \rho ,
\varepsilon , P и внутреннюю энергию E = \rho \varepsilon , скорость \vec{}u, объём v и приузловую массу m = \rho v,
а объём V – к ячейкам \Omega .

Рис. 1. Разностная сетка.

Очевидно, что v\omega = \hslash k =
hk+1/2 + hk - 1/2

2
=
hi + hi - 1

2
, V\Omega = hi, \rho \omega =

m\omega 

v\omega 
= \rho k.
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Выпишем полностью консервативную [2] разностную схему (ПКРС) в перемен-
ных Эйлера:

mt =  - \nu DIND\vec{}\mu 
\sim 
D (1)

(mu)t =  - \nu GRAD\sigma \pi 
\sim  - \nu DITD(\vec{}\mu \sim 

D \cdot \vec{}u\sim D) (2)

(m\varepsilon )t =  - 
1

2

\sum 
\Omega (\omega )

(\pi \sim V DIV\sigma \vec{}u
\sim )\Omega  - \nu DIND(\vec{}\mu 

\sim 
ED + \vec{}\chi \sim 

D) (3)

(m
\vec{}u2

2
)t =  - \nu (u\sim , GRAD\sigma \pi 

\sim ) - \nu DIND(\vec{}\mu 
\sim 
D

\vec{}u2\sim D
2

) (4)

Здесь все величины обозначим следующим образом:

\vec{}\mu = \rho \vec{}u, \vec{}\mu E = \varepsilon \vec{}\mu = E\vec{}u, E = \rho \varepsilon , \rho \sim = \rho (\psi \rho ), \psi \rho = const; (5)

M\sim 
D =

1

2

\sum 
\omega (\Omega )

(\rho \omega u\omega )
(0.5), \mu \sim 

D =M\sim 
D  - \nu \sim GRAND\rho 

\sim ; (6)

\pi \sim 
\Omega = P

(0.5)
\Omega  - v\sim uDIV\sigma (\rho \sim u(\psi u)), P\Omega =

1

2

\sum 
\omega (\Omega )

P\omega , \psi u = const; (7)

\vec{}\chi \sim 
D = \{ \vec{}\chi \sim 

\varepsilon D| \vec{}\chi \sim 
ED\} , \vec{}\chi \sim 

\varepsilon D =  - k\varepsilon GRAND\^\varepsilon , \vec{}\chi \sim 
ED =  - kEGRAND

\^E; (8)

M\sim 
ED =

1

2

\sum 
\omega (\Omega )

(E\omega u\omega )
(0.5), \mu \sim 

ED =M\sim 
ED  - \nu \sim EGRAND(\rho 

\sim \varepsilon (\psi \varepsilon )), \psi \varepsilon = const. (9)

На слоях по времени t и \^t = t + \tau (\tau > 0 – шаг по времени) введены разностные
производные по времени и пространственно-точечные временные интреполяции:

ut =
\^a - a
\tau 

, a(\delta ) = \delta a+ (1 - \delta )a.

Здесь интерполяционный вес \delta может связываться с узлами пространственной

сетки \omega , например, по закону: \delta =

\surd 
\^m\surd 

\^m+
\surd 
m
, \psi – постоянные интерполяционные

веса по времени. Таким образом, отметим, что под произвольной интерполяцией по
времени сеточных функций a и \^a между слоями t и \^t будем понимать некоторые
интерполяционные величины a\sim , например, для скорости полагаем u\sim = u(\delta ). В вы-
ражении \Delta \sigma \pi , если узел \omega = \delta \omega – граничный, то добавлено слагаемое \pi \delta \omega на границе
со знаковой функцией S\delta \omega , в зависимости от направления граничной нормали.

Далее для континуальных операций векторного анализа \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{v} \vec{}u, \mathrm{g}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{d} P , \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{v} (\vec{}\mu \cdot \vec{}u)
введены их разностные аналоги:

DIND\vec{}\mu D =
1

v

\sum 
\Omega (\omega )

S\Omega (\omega )\mu D(\Omega ), DIND : (\Omega )\rightarrow (\omega ), (10)

DITD(\vec{}\mu D \cdot \vec{}uD) =
1

v

\sum 
\Omega (\omega )

S\Omega (\omega )\mu D(\Omega )\vec{}uD(\Omega ), DITD : (\Omega )\rightarrow (\omega ), (11)
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GRAND P =
1

V
\Delta \Omega P,\Delta \Omega P =  - 

\sum 
\omega (\Omega )

S\Omega (\omega )P\omega , GRAND : (\omega )\rightarrow (\Omega ), (12)

GRAD\sigma \pi =
1

v
\Delta \sigma \pi ,\Delta \sigma \pi =

\sum 
\omega (\Omega )

S\Omega (\omega )\pi \omega + S\delta \omega \pi \delta \omega , GRAD\sigma : (\Omega )\rightarrow (\omega ), (13)

DIV\sigma \vec{}u =  - 1

V

\sum 
\omega (\Omega )

S\Omega (\omega )u\omega , DIV\sigma : (\omega )\rightarrow (\Omega ). (14)

2. Задача Сода

Для тестирования построенной схемы выполнены расчёты классической задачи
Сода (Sod problem) о распаде произвольного разрыва. В таблице 1 представлены
начальные условия этой задачи. За систему единиц измерения в расчетах принята
СИ. Показатель адиабаты \gamma = 1.4.

Таблица 1. Начальные условия в задаче Сода

Левая область Правая область

\rho u P \rho u P

1.0 0.0 1.0 0.125 0.0 0.1

На рис. 2 показаны профили плотности задачи Сода в момент T = 2.0 с.

Рис. 2. Профиль плотности в момент T = 2.0 с.

На рис. 2 наряду с аналитическим решением (синяя линия), приводятся числен-
ные решения на равномерной сетке (красный пунктир) и на неравномерной сетке
(зелёная прерывистая линия).
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Abstract: For the equations of gas dynamics in Euler variables, a family of two-
layer time-dependent completely conservative difference schemes (CCDS) with time
weights defined in space is created. Considerable attention is paid to the application
of methods of constructing regularized flows of mass, momentum and internal energy
preserving the properties of CCDS of this class on the classical Sod problem, to the
analysis of their amplitude and the possibility of their use on non-uniform meshes.
The constructed scheme has second-order accuracy and is realized by simple iterative
processes. Methods and programs based on the constructed scheme for shock wave
tube problems are developed. The developed program has high accuracy, even with
large meshes. Testing of the classical Soda problem is performed to confirm the
effectiveness of the developed scheme and methods.
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Математическое моделирование автоколебаний

в реакции окисления метана

на металлических катализаторах

Лашина Е.А.1, Чумакова Н.А.1, Чумаков Г.А.2

Институт катализа им. Г.К. Борескова СО РАН1,
Институт математики им. С.Л. Соболева СО РАН2

Аннотация: В данной работе представлены результаты математического моде-
лирования автоколебаний в реакции окисления метана на металлических катали-
заторах. Представлены условия, при которых математическая модель является
системой сингулярно-возмущенных обыкновенных дифференциальных уравне-
ний. Показано, что соответствующая вырожденная система имеет устойчивый
предельный цикл. Изучено, как изменяются форма и период колебаний при из-
менении параметров.

Ключевые слова: автоколебания, сингулярно-возмущенные системы ОДУ, гете-
рогенная каталитическая реакция

1. Математическая модель реакции окисления метана на ме-
таллических катализаторах

Для описания наблюдаемых экспериментально автоколебаний в работах [1, 2]
предложена математическая модель, описывающая изменение во времени покрытий
поверхности катализатора различными соединениями, парциальных давлений реа-
гентов в газовой фазе и температуры катализатора. Математическая модель имеет
следующую структуру:

d

dt
x = f(x, y, P, T ),

d

dt
y = g(x, y, P, T ),

d

dt
P = h(x, P, T ),

d

dt
T = s(x, P, T ),

(1)

где x = (x1, x2, ..., x11) – вектор покрытий поверхности катализатора адсобированны-
ми соединениями, y = (y1, ..., y2M) – вектор безразмерных концентраций соединений,
растворенных в объеме катализатора, P = (P1, ..., P6) – вектор парциальный давле-
ний соединений в газовой фазе, T – температура катализатора.

Переменные модели (1) определяются следующими условиями: xi \geq 0, для i =
1, 11, x1 + ...+ x11 \leq 1; ym и Pj \geq 0, для m = 1, 2M , j = 1, 6; и T \geq 0. Параметр M –
это число монослоев в объеме катализатора, доступном для растворения.

Компоненты вектор-функций f , g, h и функция s являются нелинейными и глад-
кими. Математическая модель построена на основании закона действующих масс в
условиях проточного неизотемического реактора идеального перемешивания.
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2. Динамика кинетической модели. Сингулярно-возмущенная
система

Пусть функции g \equiv 0, h \equiv 0 и s \equiv 0. Тогда математическая модель (1) суще-
ственно упрощается, и имеет следующий вид:

d

dt
x = f(x, y, P, T ), (2)

где P , y и T – параметры. Параметрический анализ системы уравнений (2) в случае,
когда в объеме катализатора нет растворенных соединений, и вектор y = 0 проведен
в работе [1]. В частности, рассмотрен случай, когда скорости некоторых стадий яв-
ляются быстрыми. Тогда в части уравнений система (2) содержит малый параметр
перед производной, и ее можно записать следующим образом:

\varepsilon 
d

dt
x1 = \~f1(x, P, T ),

...

\varepsilon 
d

dt
x8 = \~f8(x, P, T ),

d

dt
x9 = \~f9(x, P, T ),

....

d

dt
x11 = \~f11(x, P, T ).

(3)

Тем самым система (3) является сингулярно-возмущенной, и, согласно теореме
Тихонова, ее динамика определяется динамикой вырожденной системы, когда пара-
метр \varepsilon = 0. В работе [1] нами определены значения параметров P и T , при которых
вырожденная система имеет устойчивый предельный цикл.

С помощью методов продолжения по параметру с применением численного ин-
тегрирования определен устойчивый предельный цикл в системе (3). Аналогично,
изучены автоколебания в исходной системе (1). Кроме того, в работе [2] предложены
условия, при которых форма и период автоколебаний существенным образом опре-
деляется скоростью растворения соединений в объем катализатора.
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Abstract: The results of mathametical modeling of self-sustained oscillations in methane
oxidation reaction over metallic catalysts are presented. The model contains the
singluar perturbations under some conditions. We determined the parameters at which
both the degenerated and initial systems have the stable limit cycle. The dependences
of the shape and the period of the oscillations on the parametes are studied to describe
the experimental data.
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Аннотация: Наиболее эффективным методом изучения фильтрационных свойств
пласта и жидкостей являются гидродинамические исследования скважин. Для
математического моделирования течения нефти, а также анализа и интерпрета-
ции данных гидродинамических исследований скважин предлагается использо-
вать web-приложение. Теоретической основой для приложения служит матема-
тическая модель течения однофазной жидкости в однопоровом коллекторе, для
которой построен вычислительный алгоритм решения. Разностная схема получе-
на с использованием конечных разностей. Полученная система уравнений решена
методом скалярной прогонки.

Ключевые слова: математическое моделирование, метод конечных разностей, ме-
тод скалярной прогонки, web-приложения.

1. Актуальность

Увеличение темпа отбора флюида из продуктивного пласта и поддержание пла-
стового давления являются приоритетными целями на всех стадиях разработки неф-
тяного месторождения. Планирование работ по эффективному освоению и опти-
мальной эксплуатации нефтяной скважины носит комплексный характер, связан-
ным с гидродинамическими процессами, происходящими при течении жидкости в си-
стеме «скважина-пласт». Наиболее эффективным методом изучения продуктивных
свойств пластов и жидкостей являются гидродинамические исследования скважин
(ГДИС). Средствами ГДИС проводится замер совокупности характеристик коллек-
тора с использованием глубинных или устьевых приборов, а также последующая
обработка замеров и интерпретация полученных данных (продуктивность, фильтра-
ционные свойства жидкостей, тип коллектора и т. д.) [1].

В ГДИС пласт представляется в виде системы. Основной задачей является опре-
деление параметров этой системы. В качестве входных данных выступает измене-
ние режима работы скважины, а выходных – реакция системы, выражающаяся в
виде изменения динамики пластового давления. Анализ и интерпретация результа-
тов исследования проводятся путем построения кривых падения или восстановления
давления не основе теоретических моделей, которые базируются на классических
уравнениях и законах.

Для анализа и интерпретации результатов ГДИС существует ряд программных
средств. Подавляющее большинство таких программ являются настольными при-
ложениями, распространяющимися по платным лицензиям. Многие их них имеют

*Работа выполнена при частичной финансовой поддержке Российского научного фонда,проект № 21-71-
20047 - Разработка теоретических основ и создание высокопроизводительных алгоритмов для двухфазных
математических моделей фильтрации жидкости в коллекторах трещиновато-порового типа
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перегруженный интерфейс, что вызывает сложности при эксплуатации. Кроме то-
го, значительная часть – зарубежное программное обеспечение. В настоящее время
остро стоит вопрос о переходе на отечественные программные продукты. В виду вы-
шеизложенного, для решения задач математического моделирования течения нефти,
а также для анализа и интерпретации результатов ГДИС предлагается использовать
web-приложения.

В последние годы web-разработка активно развивается, появляются новые тех-
нологии, с помощью которых можно реализовывать сложные пользовательские сце-
нарии. Web-приложения выделяются простой реализацией, легкостью применения,
высокой производительностью, их основными характеристиками являются: доступ-
ность, надежность, безопасность, масштабируемость, гибкость, кроссплатформен-
ность. Они могут быть развернуты как в существующей сетевой инфраструктуре,
так и удаленно – подключением к серверу.

Таким образом, математические постановки задач с учетом нестационарного те-
чения жидкости во всех его элементах: пластах, трубах скважин и проточных ка-
налах, разработка эффективных численных методов и алгоритмов, их решения с
применением современных web-технологий, являются актуальными [2].

2. Постановка задачи

Рассматривается добывающая скважина, гидродинамическое исследование кото-
рой проводится методом кривой восстановления давления. Скважина эксплуатирует
терригенный коллектор, содержащий один вид пористости. Коллектор обладает вы-
сокой пористостью и низкой проницаемостью. Пласт является неограниченным. Те-
чение флюида в пласте – горизонтальное, перетоки между пропластками отсутству-
ют. Воздействие соседних скважин отсутствует, либо не оказывает влияние. Сква-
жина работает на установившемся режиме с постоянным забойным давлением. На
границе контура поддерживаются постоянные давление и температура. Для прове-
дения исследования измерительный прибор спускается на глубину верхних дыр пер-
форации. Расчет динамики давления и температуры проводится в пространственно-
одномерном случае.

Течение нефти описывается системой дифференциальных уравнений в частных
производных:

\phi ct
\partial P

\partial t
=

1

r

\partial 

\partial r

\biggl( 
k

\mu 
r
\partial P

\partial r

\biggr) 
(1)

c\rho 
\partial T

\partial t
=

1

r

\partial 

\partial r

\biggl( 
\lambda 
\partial T

\partial r

\biggr) 
 - c\rho u

\biggl( 
\partial T

\partial t
+ \epsilon 

\partial P

\partial r

\biggr) 
+ \eta \phi c\rho 

\partial P

\partial t
(2)

Первое уравнение описывает процесс перераспределения давления в пласте, вто-
рое – процесс теплопереноса в жидкости. Первоначальным шагом решения исходной
системы является приведение его к системе линейных алгебраических уравнений, для
этого используется метод конечных разностей, в котором дифференциальные выра-
жения заменяются разностными. Таким образом получаются трехточечные уравне-
ния, которые решаются методом скалярной прогонки [3].

Задача является нестационарной, поэтому метод скалярной прогонки применя-
ется для определения пространственного распределения давления и температуры
пласта на каждом временном слое. Задача решена последовательно, на первом этапе
– уравнения для давления, на втором – для температуры.
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3. Используемые технологии

Для автоматизации решения поставленной задачи разработано web-приложение.
Входными данными для приложения являются данные о параметрах модели: филь-
трационные свойства пласта (пористость, проницаемость и т. д.) и свойства жидко-
сти (вязкость, плотность и т. д.), а выходными – графики, отражающие зависимости
пластового давления и температуры от времени или пространства.

Конечный вид приложения определяют инструменты, выбранные для его раз-
работки. Инструментами разработки являются парадигма программирования, язык
программирования, инструментальная среда разработки, технологии разработки.

Приложение реализует клиент-серверную архитектуру. Серверная часть (BackEnd)
выполняется на удаленном компьютере, она написана на языке программирования
Python c использованием микрофреймворка Flask, который является простым в
освоении, позволяет масштабировать ядро под разные задачи, имеет инструменты
для отладки и тестирования, а также сопровождается подробной документацией.
Серверная часть с помощью стандартных драйверов обменивается данными с базой
данных, реализованной средствами СУБД PostgreSQL. Клиентская часть (FrontEnd)
выполняется в браузере, она написана на языке программирования JavaScript. Для
создания пользовательского интерфейса используется платформа vue.js, которая
отлично подходит для разработки как одностраничных приложений, так и сложных
коммерческих платформ. Клиентская и серверная части между собой обменивают-
ся через RestApi по протоколу HTTP. Сборка проекта осуществляется в виде двух
докер-контейнеров под серверами nginx.
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reservoir and fluids are hydrodynamic studies of wells. For mathematical modeling of
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wells, it is proposed to use a web application. The theoretical basis for the application
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which a computational solution algorithm has been developed. The difference scheme
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Аннотация: Представлена модель для вычисления траектории и номы накопле-
ния капитала на основе модели Солоу. Она позволяет анализировать траекторию
и норму накопления и оценивать влияние ряда факторов на их рост. Создано про-
граммное обеспечение для проведения вычислений на основе численного метода
Рунге-Кутта.

Ключевые слова: модель Солоу, траектория накопления, норма накопления, ме-
тод Рунге-Кутта, технологический прогресс.

В современном мире экономический рост и развитие являются ключевыми фак-
торами для достижения процветания и улучшения уровня жизни населения. Иссле-
дование механизмов экономического роста и определение факторов, влияющих на
него, являются актуальными задачами в области экономической теории.

Одной из важных моделей, используемых для объяснения экономического роста,
является модель Солоу, разработанная Робертом Солоу в 1956 г. Эта модель основана
на теории накопления капитала и технического прогресса в процессе производства.
Она позволяет анализировать траекторию накопления капитала и оценивать влияние
различных факторов на экономический рост.

Модель Солоу, также известная как модель совокупного производства, представ-
ляет собой экономическую модель, которая объясняет экономический рост через вза-
имосвязь между накоплением капитала, техническим прогрессом и производственной
функцией. Основные элементы модели Солоу включают компоненты [1]:
\diamond Капитал. В модели Солоу капитал является одним из основных факторов про-

изводства. Он представляет собой материальные и нематериальные активы, исполь-
зуемые для производства товаров и услуг. Капитал может накапливаться с течением
времени и служит источником дохода и производительности.
\diamond Технический прогресс. Модель Солоу учитывает влияние технического прогрес-

са на экономический рост. Технический прогресс означает улучшение технологий и
методов производства, что приводит к повышению эффективности и производитель-
ности. В модели Солоу технический прогресс учитывается через параметры, опреде-
ляющие производственную функцию.
\diamond Производственная функция. Производственная функция в модели Солоу опи-

сывает связь между входами (капиталом и трудом) и выходами (производством). Она
определяет, какие объемы продукции могут быть получены при заданных уровнях
входов. В модели Солоу принята упрощенная форма производственной функции, та-
кая как производственная функция Кобба-Дугласа, которая выражает зависимость
продукции от капитала и труда.

В модели Солоу капитал играет ключевую роль в определении уровня произ-
водства и экономического роста. Капитал накапливается с течением времени через
инвестиции, которые включают в себя вложения в оборудование, машины, здания и
другие производственные активы. Чем больше капитала накапливается, тем больше
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ресурсов доступно для производства и тем выше уровень производства.
Технический прогресс в модели Солоу представляет собой изменения в техноло-

гиях и методах производства. Он может происходить благодаря научным исследова-
ниям, инновациям и развитию новых процессов. Технический прогресс позволяет ис-
пользовать имеющиеся ресурсы более эффективно, увеличивая производительность
и способствуя экономическому росту.

До появления модели Солоу, наиболее распространенной моделью изучения эко-
номического роста была модель Харрода-Домара. Производственная функция Харрода-
Домара определяла зависимость между объёмом производства (Y ), капиталом (K)
и трудом (L). Она может быть представлена следующим образом:

Y = F (K,L),

где F представляет функцию производства, которая описывает, какие объёмы про-
дукции могут быть произведены при заданных уровнях капитала и труда.

Однако модель Харрода-Домара была несовершенна, поскольку не учитывала
такой показатель, как уровень технологий. В модели Солоу эта проблема исправлена,
и производственная функция выглядит так:

Y = AF (K,L),

где А представляет уровень технологий.
В модели Солоу часто используется производственная функция Кобба-Дугласа:

Y = AK\alpha \cdot L\beta ,

где \alpha является параметром, отражающим долю капитала в производстве, а \beta – долю
труда.

В модели Солоу важную роль играет уравнение накопления капитала, которое
описывает динамику капитала во времени. Уравнение накопления капитала можно
записать следующим образом:

dK

dt
= sY  - (n+ g)K,

где K – уровень капитала, Y – уровень производства, s – норма сбережений, n –
норма прироста населения, g – норму технологического прогресса.

Правая часть уравнения представляет собой разницу между накоплением капи-
тала (sY ) и его износом ((n+ g)K).

Норма сбережений (s) определяет долю производства, которая выделяется на
инвестиции и накопление капитала. Уровень производства (Y ) зависит от уровня
капитала и труда, а также от технического прогресса. Норма износа \delta = (n + g)
отражает уменьшение капитала из-за физического износа и морального старения
производственных активов.

Анализ уравнения движения позволяет определить различные траектории на-
копления капитала и оценить их влияние на экономический рост. Существуют две
основные траектории:
\diamond Траектория сходящегося к стационарному состоянию: Если норма сбережений

s больше, чем норма износа \delta , то скорость накопления капитала будет положитель-
ной (sY > \delta K), и капитал будет расти со временем. Однако, по мере роста уровня
капитала, норма износа будет становиться все более значимой, и скорость накопле-
ния капитала будет снижаться. При достижении стационарного состояния, скорость

143



XVI Международная научная конференция

«Дифференциальные уравнения и их приложения в математическом моделировании»

Саранск, 17-20 августа 2023 года

накопления капитала становится нулевой (sY  - \delta K = 0), и капитал перестаёт расти.
Траектория накопления капитала в этом случае будет сходиться к стационарному
значению капитала (K\ast ).
\diamond Траектория расходящегося от стационарного состояния: Если норма сбереже-

ний s меньше, чем норма износа \delta , то скорость накопления капитала будет отрица-
тельной (sY < \delta K), и капитал будет уменьшаться со временем. В этом случае, эконо-
мика не способна поддерживать уровень капитала, необходимый для стационарного
состояния. Траектория накопления капитала будет расходиться от стационарного
значения, и экономика будет находиться в состоянии убывающего капитала. Анализ
траекторий накопления капитала в модели Солоу позволяет оценить устойчивость
экономики и ее способность достичь стационарного состояния. При определениях
значениях параметров модели, экономика может достичь устойчивого состояния, где
уровень капитала и уровень производства остаются постоянными со временем, обес-
печивая устойчивый экономический рост.

Таким образом, траектория модели Солоу представляет собой путь, по которому
экономика движется в долгосрочной перспективе.

Норма накопления модели Солоу определяет долю дохода, которую общество
выделяет на инвестиции в капитал. Норма накопления определяется как \gamma = nK,
где n – естественный прирост населения, а K – уровень капитала.

Уравнение для изменения уровня технологического прогресса может быть запи-
сано как:

dA

dt
= \mu A,

где
dA

dt
представляет собой скорость изменения уровня технологического прогрес-

са, \mu A – параметр, определяющий скорость роста, и A – уровень технологического
прогресса.

Для того, чтобы смоделировать траекторию и норму накопления для модели
Солоу, необходимо решить систему из двух дифференциальных уравнений, а именно:\left\{       

dK

dt
= sAK\alpha L\beta  - (n+ g)K,

dA

dt
= \mu A,

(1)

Для программной реализации вычислений использовался высокоуровневый язык
программирования общего назначения Python, включая библиотеку NumPy, а также
был выбран численный метод Рунге-Кутты четвёртого порядка как достаточно точ-
ный, но при это не слишком сложный в исполнении [2].

В ходе исследования было выявлено влияние технологического прогресса на эко-
номический рост и развитие для различных примеров. Также был использован чис-
ленный метод Рунге-Кутты четвёртого порядка для моделирования и анализа раз-
личных сценариев и траекторий накопления капитала.
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Аннотация: Приведены результаты численного моделирования динамики цепоч-
ки частиц в сдвиговом потоке вязкой жидкости вдоль плоской стенки. Предпола-
гается, что частицы в цепочке могут смещаться относительно друг друга так, что
расстояние между двумя соседними остается постоянным. Рассматривается слу-
чай, когда первоначальная форма цепочки представляет собой клубок, а затем за
счет воздействия сдвигового течения жидкости и коллективного взаимодействия
между частицами деформируется, приобретая новую форму. Коллективное взаи-
модействие частиц в цепочке происходит за счет сил гидродинамического взаимо-
действия между ними. Проведены расчеты динамики деформирования цепочки
с учетом воздействие потока на частицы и их коллективного взаимодействия.
Результаты моделирования динамики цепочки приведены с учетом указанных
выше воздействий. Найдена равновесная форма цепочки частиц в потоке жид-
кости.

Ключевые слова: численное моделирование, вязкая жидкость, коллективное вза-
имодействие частиц, цепочка, деформация.

1. Введение

Одним из результатов взаимодействия частиц в дисперсных системах являет-
ся образование структур. Например, в жидкостях с магнитными частицами могут
образовываться такие структуры, как капельные агрегаты, рыхлые фрактальные
кластеры, цепочки частиц. Формирование последних характерно для эмульсий с по-
лидисперсными каплями магнитной жидкости при невысокой концентрацией дис-
персной фазы. Образование цепочек частиц в магнитной жидкости подтверждает-
ся множеством экспериментальных и численных исследований структуры магнит-
ной жидкости [1,2]. К таким исследованиям относятся: анализ полученных экспери-
ментальных реологических, диффузионных, оптических свойств магнитной жидко-
сти, моделирование структурообразования в магнитной жидкости на основе метода
Монте-Карло и метода молекулярной динамики. Имеется достаточно много работ
по динамике цепочечных агрегатов в жидкости. В пионерских работах, связанных с
проблемой агрегирования в жидких дисперсных системах, цепочки частиц модели-
ровались недеформируемыми эллипсоидами вращения, что давало возможность ис-
пользовать известные результаты по гидродинамике жидкости с эллипсоидальными
частицами. Примером такого рода работ могут служить работы [4,5]. Другой подход
к изучению цепочечных структур заключается в учете парных сил взаимодействия
частиц друг с другом, что позволяет найти равновесную конфигурацию расположе-
ния сферических частиц относительно друг друга за счет сил диполь-дипольного
взаимодействия [6]. Однако при этом не учитывается влияние гидродинамического
взаимодействия цепочки с окружающей жидкостью и частиц между собой.

Еще одним направлением, в котором проявляется интерес к исследованию ди-
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намики цепочек частиц, является проблема теоретического построения моделей по-
лимерных молекул. Это связано с тем, что одним из подходов при моделировании
полимерных молекул является их представление в виде точечных масс или бусинок,
соединенных линейно системой жестких стержней [7]. Частицы в этой цепочке пред-
ставляют собой конечные участки молекулярной цепи, а стержни не оказывают гид-
родинамическое сопротивление. При моделировании полимерных молекул методом
молекулярной динамики силы взаимодействия между частицами в цепочке опреде-
ляются потенциальной энергией парных взаимодействий частиц.

Во всех указанных выше случаях, при моделировании динамики цепочек и их
деформации необходимо учитывать гидродинамическое взаимодействие как формы
цепочки с жидкостью, так и всех частиц в цепочке между собой. Авторы предложили
подход, учитывающий эти взаимодействия [8]. На основе этого подходя в работе [9]
моделировалась динамика различных цепочечных структур с учетом гидродинами-
ческого взаимодействия. В частности, была рассмотрена динамика цепочки из 125
частиц, уложенных в виде прямоугольного параллепипеда, состоящего из 5 слоев по
25 частиц в каждом слое, в сдвиговом потоке. Укладка частиц в слоях представляла
собой спираль. Результаты моделирования показали, что в сдвиговом потоке слои
вытягиваются вдоль потока в виде петель. Конечная форма такой цепочки не бы-
ла рассчитана. Между тем, конечная форма цепочки в сдвиговом потоке оказывает
существенное влияние на эффективную вязкость системы. Поскольку для расчета
конечной формы цепочки из 125 частиц требуется достаточно большие вычисления,
в настоящей работе предлагается провести такой расчет для цепочки с меньшим
количеством частиц.

2. Постановка задачи

Рассматривается цепочка из 19 твердых сферических частиц радиуса a, поме-
щенных в несжимаемую жидкость плотности \rho и вязкости \eta . Жидкость ограничена
плоской поверхностью X3 =  - 15, вдоль которой происходит сдвиговое течение со
скоростью U2 = 0.5x3 + 7.5. Предполагается, что частицы удерживаются в цепочке
внутренними силами или связаны между собой тонкими нерастяжимыми стержня-
ми, гидродинамическим сопротивлением которых в жидкости можно пренебречь по
сравнению с сопротивлением частиц. Предполагается, что стержневые соединения
позволяют частицам совершать поступательное и вращательное движение. Факти-
чески такого рода стержни – вариант потенциальных сил взаимодействия между
соседними частицами, не позволяющим менять расстояние между ними. Считает-
ся, что в начальный момент цепочка представляла собой форму, представленную на
рис. 1.

Структура представляет собой три слоя частиц, симметрично расположенных от-
носительно оси X3 параллельно плоскости X1X2. В слое, находящемся в плоскости
X3 = 6.0622, симметрично расположены частицы DONCML имеющие следующие
координаты D = (0, - 3.5, 6.0622), C = (0, 3.5, 6.0622), O = (3.0311, - 1.75, 6.0622),
N = (3.0311, 1.75, 6.0622), L = ( - 3.0311, - 1.75, 6.0622), M = ( - 3.0311, 1.75, 6.0622). В
среднем слое, находящемся в плоскости X3 = 0, расположены частицы ABEHIJK,
имеющие следующие координаты A = (0, 0, 0), B = (0, 7, 0), E = (0, - 7, 0), K =
( - 6.0622, - 3.5, 0), J = ( - 6.0622, 3.5, 0), H = (6.0622, 3.5, 0), I = (6.0622, - 3.5, 0). Ча-
стицы FSRGPQ находятся в плоскости X3 =  - 6.0622 и имеют расположение, сим-
метричное частицам DONCML относительно плоскости X3 = 0 соответственно ука-
занному порядку перечисления. Соединение стержнями частиц в цепочке происходит
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Рис. 1. Начальная форма цепочки

последовательно в следующем порядке: HMOKSPFDCBGFEILNJRQ. Соедине-
ние стержнями выбрано таким образом, чтобы начальная форма цепочки частиц на-
поминала свернутую в клубок нить. В литературе такая форма считается равновес-
ной для полимерной цепи в отсутствии течения жидкости. Цель работы - определить
равновесную форму цепочки при сдвиговом течении жидкости. Для расчета динами-
ки цепочки частиц и ее деформирования записываются уравнения поступательного
движения каждой частицы учетом действующих на нее сил реакции стержней и сил
гидродинамического взаимодействия, а также уравнений вращательного движения,
с учетом моментов, действующих на частицы. Система уравнений имеет вид:

\bfF i
k + \bfF e

k + \bfF h
k = 0, \bfT i

k +\bfT e
k +\bfT h

k = 0 (1)

Здесь \bfF h
k – силы, \bfT 

h
k – моменты сил со стороны жидкости, \bfF i

k, \bfT 
i
k – внутренние,

\bfF e
k, \bfT 

e
k – внешние силы и моменты сил, действующие на частицу с номером k.

Наличие стержней диктует дополнительные условия, накладываемые на поло-
жения частиц в цепочке. Условие заключается в неизменности расстояния между
частицами, соединенными стержнями. Аналитически это записывается в виде:

\bfr ij
\partial \bfr ij
\partial t

= 0 (2)

Здесь \bfr ij – радиус-вектор, соединяющий центры частиц i и j, соединенных меж-
ду собой стержнями. Условие (2) означает, что относительная скорость этих частиц
вдоль радиус-вектора равна нулю. При этом составляющая относительной скорости
частиц в плоскости перпендикулярной вектору \bfr ij может отличаться от нуля. Исполь-
зуя условие (2), из уравнений (1) можно определить величины усилий в стержнях.
Выражения для \bfF h

k, \bfT 
h
k, учитывающие гидродинамическое взаимодействие частиц в

жидкости, получены в работах [8, 10] в приближении Стокса. Разработанный в этих
статьях метод позволяет учитывать взаимодействие большого числа частиц, в том
числе и при течении вблизи плоской стенки.

3. Метод решения

Система (1) содержит 114 алгебраических уравнений. Для численного решения
системы уравнений (1) использовалась специальная программа, которая результаты
вычислений выводит в виде визуализации динамики системы частиц. Кроме того, при
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компьютерном моделировании динамики цепочки частиц применялся метод подобия,
разработанный в работе [8]. Метод дает хорошее согласие результатов моделирова-
ния с экспериментом. При использовании этого метода при расчетах используются
модельные параметры, которые связаны с реальными условиями гидродинамическо-
го подобия реального и модельного процессов. Переход к модельным параметрам
связан с точностью вычислений. Например, вычисления ведутся с точностью до ше-
сти значащих цифр после запятой. Если модельный размер частиц имеет порядок
1 см, то при модельной вязкости 1 г/(см\cdot с) и плотности жидкости 1 г/см3 скорость
частиц имеет порядок не более 10 - 1 см/с (для того, чтобы число Рейнольдса было
меньше единицы). Для модельного интервала времени 10 - 1 с перемещение частицы
имеет порядок менее 10 - 2 см, что составляет не более одного процента от радиу-
са частицы. При реальных параметрах: размере частицы порядка 10 - 4 см, вязкости
порядка 10 - 2 г/(см\cdot с), плотности 1 г/см3 скорость частицы должна быть не более
10 см/с (число Рейнольдса должно быть одинаковым для модельных параметров и
реальных). Используя результаты работы [8], получим реальный интервал времени,
за который вычисляется перемещение, равен 10 - 7 с и само перемещение частицы со-
ставляет менее 10 - 6 см, что тоже не превышает один процент от радиуса частицы,
но уже превышает число значащих цифр, принятых для расчета. Таким образом,
применение модельных параметров приводит к повышению точности вычислений и
упрощает их.

4. Результаты моделирования

Результаты моделирования представлены на рис. 2.
Как видно из представленных результатов моделирования динамики цепочки

частиц, начальная деформация цепочки качественно совпадает с результатами ра-
боты [9]. А именно: сначала цепочка частиц деформируется с появлением петель.
Дальнейшая деформация цепочки частиц связано с постепенным развертыванием
образовавшихся петель и вытягиванием цепочки вдоль потока жидкости. Проведен-
ное моделирование динамики деформации цепочки частиц дает ответ на вопрос о
равновесной форме цепочки частиц в сдвиговом потоке жидкости. Вычисления по-
казывают, что такой формой является вытянутая на всю длину цепочка частиц по
направлению потока жидкости и параллельная плоскости, вдоль которой происходит
течение.

5. Заключение

Проведено моделирование динамики деформации цепочки частиц в сдвиговом по-
токе жидкости вдоль плоскости. Учтено гидродинамическое взаимодействие частиц
в цепочке между собой в потоке жидкости. Результаты моделирования позволили
определить равновесную форму цепочки частиц при воздействии потока жидкости.
Показано, что такой формой является цепочка, вытянутая вдоль потока жидкости
параллельно плоскости течения.
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Particle Chain Dynamics in a Shear Fluid Flow
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Abstract: The results of numerical simulation of the dynamics of a chain of particles
in a shear flow of a viscous fluid along a flat wall are presented. It is assumed that
the particles in the chain can be displaced relative to each other so that the distance
between two neighboring particles remains constant. The case is considered when the
initial shape of the chain is a coil, and then, due to the influence of the shear flow of the
liquid and the collective interaction between the particles, it is deformed, acquiring a
new shape. The collective interaction of particles in a chain occurs due to the forces
of hydrodynamic interaction between them. The dynamics of chain deformation is
calculated taking into account the impact of the flow on particles and their collective
interaction. The results of the simulation of the chain dynamics are given taking into
account the above effects. The equilibrium shape of a chain of particles in a liquid
flow is found.

Keywords: numerical simulation, viscous liquid, collective interaction of particles,
chain, deformation.
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Разработка новых методов оптимизации портфелей

на основе стохастических дифференциальных

уравнений

Мойко Н.В.

Пензенский государственный университет

Аннотация: В статье рассмотрена проблема построения оптимального инвести-
ционного портфеля в условиях неопределенности и риска. Предлагается исполь-
зование стохастических дифференциальных уравнения для моделирования ди-
намики цен активов и оценки рисков. Для этого применяются различные мето-
ды оптимизации, такие как метод Монте-Карло, методы оптимизации на основе
градиентного спуска и эволюционные алгоритмы для нахождения оптимального
портфеля с минимальным риском при заданной доходности.

Ключевые слова: стохастические дифференциальные уравнения, методы оптими-
зации, инвестиции, прогнозирование цен на акции и облигации

Введение

Существует множество методов оптимизации инвестиционных портфелей, кото-
рые можно разделить на три категории: классические методы, методы на основе
статистических моделей и методы на основе искусственного интеллекта. Классиче-
ские методы оптимизации портфелей включают в себя метод минимальной диспер-
сии Марковица, метод максимального дохода Шарпа и метод минимального риска-
прибыли. Эти методы основаны на математических моделях, которые позволяют
определить оптимальное соотношение между доходностью и риском портфеля. Ме-
тоды на основе статистических моделей используются для анализа временных рядов
и прогнозирования будущих цен на активы. Методы на основе искусственного интел-
лекта используются для анализа больших объемов данных и принятия решений на
основе алгоритмов машинного обучения. Дифференциальные уравнения могут быть
использованы при анализе инвестиционных портфелей для определения оптималь-
ного распределения активов и минимизации риска. Для этого можно использовать
модели динамического портфеля, которые описывают изменение стоимости акти-
вов во времени (модель Блэка-Шоулза для оценки цены опционов на акции). Также
можно использовать дифференциальные уравнения для моделирования финансовых
рынков и прогнозирования их поведения (модель Гарча-Жоргенсена для моделиро-
вания волатильности цен на акции и другие финансовые инструменты).

Таким образом, дифференциальные уравнения могут быть полезны при анализе
инвестиционных портфелей для определения оптимального распределения активов
и прогнозирования поведения финансовых рынков.
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1. Методы оптимизации портфелей на основе стохастических
дифференциальных уравнений

Метод Эйлера-Маруямы является численным методом решения стохастических
дифференциальных уравнений и используется для моделирования случайных про-
цессов. Общий вид такого уравнения:

dX(t) = a(X(t), t)dt+ b(X(t), t)dW (t), (1)

где X(t) – случайный процесс, a(X(t), t) и b(X(t), t) – функции, определяющие дина-
мику процесса, dW (t) – инкремент винеровского процесса. Суть метода заключается
в следующем: сначала задается начальное значение портфеля, а затем вычисляют-
ся изменения его стоимости на каждом шаге времени с помощью стохастического
дифференциального уравнения. Для этого используется формула Эйлера-Маруямы,
которая позволяет оценить изменение стоимости портфеля на очень малых проме-
жутках времени. Далее, на основе полученных данных о изменении стоимости порт-
феля, производится оптимизация состава портфеля с помощью различных методов
оптимизации. Для решения уравнения (1) методом Эйлера-Маруямы необходимо раз-
бить интервал времени на малые шаги \bigtriangleup t и вычислить изменение X(t) на каждом
шаге:

\bigtriangleup X(t) = a(X(t), t)\bigtriangleup t+ b(X(t), t)\bigtriangleup W (t),

где \bigtriangleup W (t) – приращение винеровского процесса на интервале \bigtriangleup t. Затем новое зна-
чение X(t+\bigtriangleup t) вычисляется по формуле:

X(t+\bigtriangleup t) = X(t) +\bigtriangleup X(t).

Преимущества метода состоит в возможности учета случайных факторов (изме-
нение курсов валют, изменение цен на акции), что позволяет получить более точные
результаты. Кроме того, он является достаточно простым и быстрым в вычислении,
что позволяет использовать его в режиме реального времени.

Метод Миллера – это метод определения оптимального портфеля инвестиций,
который был предложен Уильямом Шарпом и Гарри Миллером в 1970 г. Он основан
на теории портфельного выбора Марковица и предполагает выбор портфеля, имею-
щего наибольшее соотношение доходности и риска. Данный метод использует мат-
рицу ковариаций доходности активов, чтобы определить оптимальное распределение
портфеля между активами. Он также учитывает минимальный или максимальный
вес каждого актива в портфеле. Метод Миллера использует следующие формулы
для определения оптимального портфеля:

1. Расчет ожидаемой доходности портфеля:

E(Rp) =
N\sum 
i=1

wi \cdot E(ri),

где E(Rp) – ожидаемая доходность портфеля, wi – доля инвестиций в i - ом активе,
E(ri) – ожидаемая доходность i - го актива.

2. Расчет ковариации между доходностями активов:

COV (Ri, Rj) = \rho ij \cdot \sigma i\sigma j,
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где COV (Ri, Rj) – ковариация между доходностями i-го и j-го активов, \rho ij – коэф-
фициент корреляции между i-м и j-м активами, \sigma i и \sigma j – стандартные отклонения
доходностей i-го и j-го активов соответственно.

3. Расчет риска портфеля (стандартного отклонения):

\sigma p =
\sqrt{} 

\Sigma i\Sigma jwiwj\rho ij\sigma i\sigma j,

где \sigma p – стандартное отклонение доходности портфеля.
Метод позволяет инвестору определить оптимальное соотношение риска и до-

ходности для своего портфеля. Решение этой задачи оптимизации дает оптимальное
распределение портфеля между активами.

Метод Япона не использует формулы в строгом смысле, поскольку он основы-
вается на анализе графиков цен с помощью свечных диаграмм. Однако для более
точного определения уровней поддержки и сопротивления могут использоваться сле-
дующие формулы:
\diamond Уровень поддержки = минимальная цена за определенный период времени  - 

(максимальная цена за этот период  - минимальная цена за этот период) \cdot коэффи-
циент поддержки. Коэффицент поддержки обычно принимается равным 0.3.
\diamond Уровень сопротивления = максимальная цена за определенный период времени

+ (максимальная цена за этот период  - минимальная цена за этот период) \cdot коэф-
фициент сопротивления. Коэффицент сопротивления обычно принимается равным
0.3.

Коэффициенты поддержки и сопротивления могут быть изменены в зависимости
от конкретной ситуации на рынке и индивидуальных предпочтений трейдера.

2. Применение дифференциальных уравнений при анализе ин-
вестиционных портфелей

Для решения системы дифференциальных уравнений (СДУ) можно использо-
вать методы математической статистики и теории вероятностей. Одним из таких
методов является метод Монте-Карло, который позволяет моделировать случайные
процессы и оценивать вероятности различных событий. Другим методом является
метод конечных разностей, который заключается в аппроксимации дифференциаль-
ного уравнения разностным уравнением на сетке. Этот метод позволяет численно
решать стохастические дифференциальные уравнения и проводить анализ риска и
доходности портфеля.

На данный момент наиболее интересной темой для изучения является является
использование современных методов для прогнозирования изменения цен на акции
и облигации. Это включает в себя и использование новых источников данных (соци-
альные сети и новостные порталы), и разработку интегрированных моделей, которые
учитывают как финансовые, так и экономические и политические факторы, влияю-
щие на изменение цен.

Для разработки модели можно выполнить следующие шаги:
\diamond Определить список экономических факторов, которые могут влиять на изме-

нение цен на акции и облигации.
\diamond Собрать данные по этим факторам за определенный период времени.
\diamond Проанализировать данные и определить, какие из факторов имеют наибольшее

влияние на изменение цен на акции и облигации.
\diamond Разработать модель, которая будет учитывать выбранные экономические фак-

торы и предсказывать изменение цен на акции и облигации.
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\diamond Интегрировать модель в систему прогнозирования цен на акции и облигации.
Таким образом, разработка модели, учитывающей не только финансовые, но и

экономические факторы, может повысить точность прогнозирования изменения цен
на акции и облигации и помочь инвесторам принимать более обоснованные решения.

Заключение

Практика подобного использования стохастических дифференциальных уравне-
ний является интересной для дальнейших исследований.

Некоторые перспективы, которые могут быть рассмотрены, включают разработ-
ку новых методов оптимизации портфелей на основе СДУ, исследование влияния
различных параметров на оптимальное распределение портфеля (включая горизонт
инвестирования, рисковые предпочтения и т. д.), применение методов оптимизации
портфелей на основе СДУ для решения конкретных проблем инвестирования, та-
ких как управление пенсионными фондами или управление активами и пассивами,
разработку новых методов анализа риска и оценки доходности портфелей на основе
СДУ.

Таким образом, дифференциальные уравнения могут быть полезны при анализе
инвестиционных портфелей для определения оптимального распределения активов
и прогнозирования поведения финансовых рынков.
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Оптимизация двумерных процессов нагрева с учетом

фазовых ограничений

Морозкин Н.Д., Ткачев В.И., Морозкин Ю.Н.

Уфимский университет науки и технологий

Аннотация: Исследуются задачи оптимального по быстродействию управления
процессами внешнего нагрева призмы прямоугольного сечения и цилиндра ко-
нечной длины при ограничениях на наибольшую температуру и на термонапря-
жения. Учитываются зависимости пределов прочности на сжатие и растяжение
от температуры, которые аппроксимируются выпуклыми функциями. Исходная
бесконечномерная задача аппроксимируется конечномерной задачей оптималь-
ного быстродействия с выпуклыми фазовыми ограничениями. Выписаны оценки
погрешности аппроксимаций по состоянию в пространстве . В случае отсутствия
ограничений на термонапряжения, показана сходимость конечномерных прибли-
жений по функционалу быстродействия и слабая сходимость последовательности
управлений к оптимальному управлению.

Ключевые слова: оптимальный нагрев, термонапряжения, быстродействие, пря-
моугольная призма, цилиндр конечной длины.

1. Введение

В настоящее время в промышленности все больше используются материалы,
прочностные характеристики которых претерпевают в процессе нагрева значитель-
ные изменения. Так, например, у сплава ЖС6У предел прочности на сжатие в диа-
пазоне температур от 20 до 1000 градусов Цельсия уменьшается почти в пять раз, а
предел прочности на растяжение более пяти раз.

В научной литературе при исследовании подобных задач, как правило, не учи-
тывают зависимости пределов прочности на сжатие и растяжение от температуры.
Если же эти зависимости учитываются, то задача решается с применением метода
конечных элементов и сводится к достаточно сложной и трудоемкой задаче нелиней-
ного программирования [1,2].

В настоящей работе задача оптимального нагрева бесконечной призмы прямо-
угольного сечения и цилиндра конечной длины с учетом ограничений на термона-
пряжения и наибольшую температуру аппроксимируется конечномерной задачей оп-
тимального управления, а зависимости прочностных характеристик от температуры
аппроксимируются выпуклыми функциями. Для решения полученной конечномер-
ной задачи оптимального быстродействия с выпуклыми фазовыми ограничениями
предлагается использовать метод, типа метода поворота опорной гиперплоскости,
который был разработан одним из авторов и апробирован на задаче оптимального
одномерного нагрева [3].

При этом решение тепловой задачи с помощью метода интегральных преобразо-
ваний выписывается в виде ряда с неизвестными коэффициентами, определяемыми
из решения линейной системы обыкновенных дифференциальных уравнений. Зада-
ча термоупругости рассматривается в квазистатической постановке [4] и ее решение
выписывается также в виде ряда, коэффициенты которой являются решениями бес-
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конечной системы линейных алгебраических уравнений.

2. Постановка задачи

Для удобства уравнения, описывающие процесс нагрева и ограничения на мак-
симальную температуру, запишем в безразмерных единицах. Тогда процесс осесим-
метричного нагрева бесконечной призмы прямоугольного сечения или цилиндра ко-
нечной длины внешними тепловыми источниками описывается следующими уравне-
ниями

\partial \theta (\rho , l, \tau )

\partial \tau 
=
\partial 2\theta (\rho , l, \tau )

\partial \rho 2
+
q

\rho 

\partial \theta (\rho , l, \tau )

\partial \rho 
+ h2\ast 

\partial 2\theta (\rho , l, \tau )

\partial l2

0 < \rho < 1, 0 < l < 1, 0 < \tau \leq T,

(1)

\theta (\rho , l, 0) = 0 (2)

\partial \theta (1, l, \tau )

\partial \rho 
= Bi1 (u1 (\tau ) - \theta (1, l, \tau )) , (3)

\rho q
\partial \theta (\rho , l, \tau )

\partial \rho 

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
\rho =0

= 0, (4)

\partial \theta (\rho , 1, \tau )

\partial l
= Bi2 (u2 (\tau ) - \theta (\rho , 1, \tau )) , (5)

\partial \theta (\rho , 0, \tau )

\partial l
= 0. (6)

Здесь q = 0 в случае нагрева призмы и q = 1 в случае нагрева цилиндра конечной
длины, u (\tau ) = (u1 (\tau ) , u2 (\tau )) \in L2

2 [0, T ] – безразмерное управление (температура
греющей среды) и почти при всех \tau \in [0, T ]

u - i \leq ui (\tau ) \leq u+i , i = 1, 2 (7)

Множество таких управлений обозначим через U . Предполагается, что все теплофи-
зические коэффициенты постоянны, а переход к безразмерным единицам осуществ-
лялся аналогично [5].

В процессе нагрева требуется, чтобы нагреваемое тело не получало бы необра-
тимые деформации. Будем предполагать, что нагреваемое тело разрушается хрупко,
без скольких-нибудь заметных деформаций. Тогда, согласно первой классической
теории прочности [6], в течении всего процесса нагрева должны быть выполнены
неравенства

 - \sigma c (\theta ) \leq \sigma i (\rho , l, \theta ) \leq \sigma p (\theta ) , (8)

где \sigma p (\theta ) , \sigma c (\theta ) – пределы прочности на сжатие и растяжение (мПа), \sigma i (\rho , l, \theta ) –
нормальные компоненты тензора напряжений (мПа). В случае призмы i = \rho , l; в
случае цилиндра i = \rho , \varphi , l.

Кроме выполнения неравенств (8) потребуем также выполнения ограничений на
максимальную температуру в теле.

В условиях рассматриваемой задачи из физических соображений ясно, что при
нагреве внешними тепловыми источниками, наиболее нагретыми оказываются точки,
расположенные на поверхности. Поэтому в дальнейшем ограничения на максималь-
ную температуру будем учитывать в виде

\theta (1, 0, \tau ) \leq \theta , \theta (1, 1, \tau ) \leq \theta , \theta (0, 1, \tau ) \leq \theta . (9)
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Задача 1. Найти управление u0 (\tau ) \in U , \tau \in [0, \tau 0], позволяющее за минимальное
время \tau 0 \in (0, T ] довести температуру \theta (\rho , l, \tau ) нагреваемого тела до заданной
\~\theta (\rho , l) с фиксированной точностью

1\int 
0

1\int 
0

\rho q
\Bigl[ 
\theta 
\bigl( 
\rho , l, \tau 0

\bigr) 
 - \~\theta (\rho , l)

\Bigr] 2
dl d\rho \leq \varepsilon (10)

так, чтобы при всех \tau \in [0, \tau 0] были бы выполнены неравенства (8), (9), где \varepsilon \geq 0,
– заданная точность.

3. Применение метода интегральных преобразований для рас-
чета тепловых полей

Используя конечные интегральные преобразования Фурье-Ханкеля по координа-
там l и \rho , можно получить эквивалентное представление объекта управления беско-
нечной системой дифференциальных уравнений для коэффициентов xn разложения
\theta (\rho , l, \tau ) в кратный ряд Фурье по собственным функциям тепловой задачи. По ко-
ординате l применяется конечное косинус-преобразование Фурье, т. е. преобразова-
ние [7]

[\theta (\rho , l, \tau )]F = \theta F (\alpha , l, \tau ) =

1\int 
0

\theta (\rho , l, \tau ) \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} (\alpha \rho ) d\rho .

По координате \rho при q = 0 применяется конечное косинус-преобразование Фурье,
при q = 1 – конечное интегральное преобразование Ханкеля

[\theta (\rho , l, \tau )]H = \theta H (\alpha , l, \tau ) =

1\int 
0

\rho \theta (\rho , l, \tau ) J0 (\alpha \rho ) d\rho .

В результате применения этих интегральных преобразований к уравнениям (1)–(6),
решение этих уравнений можно записать в виде следующего ряда

\theta (\rho , l, \tau ) =
\infty \sum 
i=1

\infty \sum 
j=1

CijDijxijK (\alpha i\rho ) \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} (\beta il), (11)

Cij =
1

\| K (\alpha i\rho )\| 2\| \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} (\beta jl)\| 2
(12)

Dij = K1 (\alpha i) \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} (\beta j) ,

dxij
d\tau 

=  - 
\bigl( 
\alpha 2
i + h2\ast \beta 

2
j

\bigr) 
xij (\tau ) +

\alpha i
\beta j
u1 (\tau ) + h2\ast 

\beta j
\alpha i
u2 (\tau ) (13)

xij (0) = 0, i, j = 1, 2, 3, ... (14)

Здесь \| K (\alpha i\rho )\| 2, \| \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} (\beta jl)\| 2 определяются по формулам

\| K (ai\rho )\| 2 =
1\int 

0

\rho qK2 (\alpha i\rho ) d\rho =
\alpha 2
i +Bi21 + (1 - q)Bi1

2Bi21
K2

1 (\alpha i) (15)
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\| \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} (\beta j)\| 2 =
1\int 

0

\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}2 (\beta jl) dl =
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}2\beta j

\bigl[ 
\beta 2
j + \beta 2

2 +Bi2
\bigr] 

2Bi22
. (16)

K (\alpha \rho )| q=0 = \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} (\alpha \rho ) , K1 (\alpha )| q=0 = \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} (\alpha ) ,

K (\alpha \rho )| q=1 = J0 (\alpha \rho ) , K1 (\alpha )| q=1 = J1 (\alpha ) ,

Параметр \alpha выберем так, чтобы он являлся корнем уравнения

\alpha K1 (\alpha ) - Bi1K (\alpha ) = 0, (17)

а параметр \beta – решением уравнения

\beta \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} (\beta ) - Bi2 \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} (\beta ) = 0. (18)

4. Конечномерная аппроксимация

Формулы для вычисления термонапряжений выписываются в виде бесконечных
рядов, коэффициенты которых находятся из решения бесконечной системы линейных
алгебраических уравнений [4, 7].

Ограничившись в соотношении (11) и в формулах для вычисления термонапря-
жений рассмотрением первых N \times N членов ряда, а в системе (13) первыми N диф-
ференциальными уравнениями исходной бесконечномерной задаче можно поставить
в соответствие следующую конечномерную задачу оптимального управления.

Задача 2. Найти управление u = (u1, u2) \in U , переводящее систему
dxij (\tau )

d\tau 
=  - 

\bigl( 
\alpha 2
i + h2\ast \beta 

2
j

\bigr) 
xij (\tau ) +

\alpha i
\beta j
u1 (\tau ) + h2\ast 

\beta j
\alpha i
u2 (\tau ) , i, j = 1, N,

за минимальное время \tau 0 из нулевого начального положения в множество

N\sum 
i,j=1

Cij
\bigl( 
Dijxij  - b\ast ij

\bigr) 2 \leq \varepsilon ,

так, чтобы для всех \tau \in [0, \tau 0] были бы выполнены ограничения (8), (9).

Для решения задачи 2 можно использовать модифицированный алгоритм пово-
рота опорной гиперплоскости, изложенный в работе [3].

Можно показать, что в норме пространства L2 (QT ) справедлива следующая оцен-
ка погрешности аппроксимации по состоянию

\| \gamma \| L2(QT ) \leq 
2Bi1Bi2GT

1/2

\pi 2

\biggl( 
1

\alpha 4
1

+
1

\beta 4
1

+
1

45

\biggr) 1

2
\Biggl( 
\pi 4

90
 - 

N - 1\sum 
n=1

1

n4

\Biggr) 1

2
,

где \alpha 1, \beta 1 – первые положительные корни уравнений (17), (18),

\gamma (\rho , l, \tau ) = \theta (\rho , l, \tau ) - \theta N (\rho , l, \tau ) ,

G = \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}
\bigl\{ 
u+1 , u

+
2

\bigr\} 
.

В случае отсутствия ограничений на термонапряжения при выполнении условий

2u - 1 (1 + \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p} ( - 0.5)) - u+1 (1 + 2 \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p} ( - 0.5)) > 0, (19)

2u - 2 (1 + \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p} ( - 0.5)) - u+2 (1 + 2 \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p} ( - 0.5)) > 0,
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Теорема 1. Предположим, что задача оптимального по быстродействию управ-
ления внешним нагревом с учетом ограничений (9) имеет решение. Тогда при вы-
полнении условий (19) существует последовательность номеров Np, p = 1, 2, ...,
такая, что при любом N = Np, p \geq 1, решение конечномерной задачи существует
и справедливы утверждения

а) 0 < \tau N1 \leq \tau N2 \leq ... \leq \tau 0,
б) \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}

p\rightarrow \infty 
\tau Np = \tau 0,

в) предел любой слабосходящейся в L2
2 [0, \tau 

0] (\tau 0 – время быстродействия) под-
последовательности из

\bigl\{ 
uNp (\tau )

\bigr\} 
является оптимальным управлением.
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Аннотация: В работе развивается обобщение метода функциональных подста-
новок (МФП) – нелинейные функциональные подстановки (НФП), основанные
на системе нелинейных базовых соотношений. С помощью НФП строятся преоб-
разования Бэклунда и точные решения уравнений типа Лиувилля, Sin-Gordon и
нелинейной диффузии.

Ключевые слова: метод функциональных подстановок, преобразования Бэклун-
да, нелинейная диффузия.

1. Нелинейные функциональные подстановки

В работах [1,2] для построения точных решений нелинейных уравнений был пред-
ложен метод функциональных подстановок (МФП), основная идея которого заклю-
чается в том, что некоторое нелинейное дифференциальное уравнение в частных
производных второго порядка:

F (Nxx, Ntt, Nxt, Nx, Nt, x, t) (1)

может быть представлено в виде условия совместности пары дифференциальных
соотношений, называемых базовыми:

Tx = A(x, t)T, Tt = B(x, t)T (2)

и добавочного уравнения для вспомогательной функции T (x, t):

G(Txx, Ttt, Txt, Tx, Tt, x, t). (3)

Например, уравнение быстрой диффузии вида Nt = (\mathrm{l}\mathrm{n}N)xx + Nx получается из
добавочного уравнения следующего вида:

TtTx = TxxT (4)

заменой N = (\mathrm{l}\mathrm{n}A)x после использования базовых соотношений (2) и условия сов-
местности At = Bx.

Нелинейные функциональные подстановки:

Tx = u(t, x, T ), Tt = v(t, x, T ) (5)

*Работа выполнена в рамках проекта 0777-2020-0018, финансируемого из средств государственного за-
дания победителям конкурса научных лабораторий образовательных организаций высшего образования,
подведомственных Минобрнауки России.
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преобразуют (4) (УБД) к эквивалентной ему системе квазилинейных уравнений:

vu = T (ux + uuT ), (6)

ut + vuT = vx + uvT . (7)

Решить полученную систему уравнений можно с использованием различных ме-
тодов, в частности, можно искать решение в виде полиномиального разложения
функций u(t, x, T ) и v(t, x, T ) по T .

В некоторых случая полученное разложение приводит к автопреобразованию
Бэклунда исходного уравнения.

Для уравнений нелинейной диффузии с взаимными коэффициентами диффу-
зии [5] вида:

\partial N

\partial t
=

\partial 

\partial \xi 

\biggl( 
N\xi 

N2F (1/N)
+
NH(1/N)

F (1/N)

\biggr) 
. (8)

\partial n

\partial t
=

\partial 

\partial x

\biggl( 
nx
F (n)

 - H(n)

F (n)

\biggr) 
. (9)

с помощью НФП найдено преобразование, связывающее решения:

N(\xi (x, t), t)n(x, t) = 1. (10)

2. Локализованные решения и симметрии уравнений нелиней-
ной диффузии

Уравнение быстрой диффузии с источником:

nt = (\mathrm{l}\mathrm{n}n)xx + \~Cnx + J(x, t), (11)

соответствует обобщенному добавочному уравнению

Tt (Tx + q(x, t)T ) = Tx (CTx + p(x, t)T ) + T (Txx + r(x, t)T ) , (12)

q(z, t), p(x, t), r(x, t) определяются из условия перехода (12) в УБД.
Решение добавочного уравнения и условия совместности ищем в форме полино-

миальных подстановок:

Tx = u(x, t, T ) = U1(x, t)T + UN(x, t)T
N , (13)

Tt = v(x, t, T ) = V1(x, t)T + VN(x, t)T
N . (14)

Решение для концентрации n(x, t) записывается следующим образом:

n(x, t) =
1

1 - N
\partial 

\partial x
\mathrm{l}\mathrm{n}

\Biggl[ 
(1 - N)

\int 
e2(N - 1)H(x+(N+C)t)dx+ \beta 0

\Biggr] 
+ (15)

+F ((C  - N + 2)t+ x) +H \prime (x+ (N + C)t) - 1

C  - N + 2
G (x, t) . (16)

Волновые компоненты решения H(x + (N + C)t) и F (x + (C  - N + 2)t) связаны с
функцией G(x, t), определяющей источник (J = \sigma Gx  - Gt):

\partial G

\partial x
+ 2mF G - m G2 = F \prime +m F 2 +H \prime \prime  - m (H \prime )2 (17)

На рис. 1 представлены варианты решений n(x, t) для различных источников
J(x, t).
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Рис. 1. Распределения концентраций при разных значениях источника J(x, t).

Верхняя левая часть рис. 1 построена для значений: t = 0.3 k, k = 0, 8, m = 2,
\lambda = 1, C =  - 9, a =  - 5, C1 = 0, C2 = 1, \beta 0 =  - 12.

Для верхней правой части выбраны следующие значения параметров: t = 0, 2, 4, 6;
m = 4, J0 = 1, H1 = 2 H2 = 1, \sigma = 1, \beta 0 = 10, F0 = 1, H1 =  - 2, H2 = 1, \beta 0 = 4.6.

Третий рисунок выполнен при значениях t = 0, 1, 3.2, 6.4, m = 2, f(t) = f1e
k0t,

\beta 0 =  - 5, f1 = 1, H1 = 0.5, k0 =  - 20.

Литература

1. Peruani F. A kinetic model and scaling properties of non-equilibrium clustering of
self-propelled particles [Текст] / F. Peruani, M. Baer // New Journal of Physics.
2013. Т. 15. No 6. – P. 15 - 30.

2. Ghoniem N.M. Theory and experiment of nanostructure self-organization in
irradiated materials [Текст] / N.M. Ghoniem, D. Walgraef, S.J. Zinkle // Journal of
computer-aided materials design. 2001. Т. 8. No 1. P. 1 - 38.

3. Alsabbagh A. Microstructure and mechanical behavior of neutron irradiated
ultrafine grained ferritic steel [Текст] / A. Alsabbagh, A. Sarkar, B. Miller, J. Burns,
L. Squires, D. Porter, J.I. Cole, K.L. Murty // Materials Science and Engineering:
A. 2014. Т. 615. P. 128 - 138.

4. Журавлев В.М. Лазерно-индуцированная генерация поверхностных
периодических структур в средах с нелинейной диффузией [Текст] / В.М.
Журавлев, И.О. Золотовский, Д.А. Коробко, В.М. Морозов, В.В. Светухин,
И.О. Явтушенко, М.С. Явтушенко // ФТТ. 2017. No 12. P. 2291 - 2998.

168



XVI Международная научная конференция

«Дифференциальные уравнения и их приложения в математическом моделировании»

Саранск, 17-20 августа 2023 года

5. Морозов В.М.Модель радиационно-стимулированного роста когерентных
структур в кристаллической среде с быстрой релаксацией и медленной
диффузией [Текст] / В.М. Морозов // Известия высших учебных заведений.
Поволжский регион. Физико-математические науки. 2022. No 2. P. 78 – 104.

169



XVI Международная научная конференция

«Дифференциальные уравнения и их приложения в математическом моделировании»

Саранск, 17-20 августа 2023 года

MSC 34D20

Nonlinear functional substitutions method for

nonlinear diffusion and wave equations

Morozov V.M.1,2, Zhuravlev V.M.3

Samara National Research University1,
Ulyanovsk instrument manufacturing design bureau2,

Ulyanovsk State University3

Abstract: In this work we develop a generalization of the functional substitutions
method — nonlinear functional substitutions (NFS), based on a nonlinear system
of basic relations. Using NFS, Backlund transformations and exact solutions of the
Liouville and diffusion equations are constructed.

Keywords: functional substitutions method, Backlund transformation, nonlinear diffu-
sion.

References

1. Peruani F., Baer M. A kinetic model and scaling properties of non-equilibrium
clustering of self-propelled particles // New Journal of Physics. 2013. Т.15. P.15-30.

2. Ghoniem N.M., Walgraef D., Zinkle S.J. Theory and experiment of nanostructure
self-organization in irradiated materials // Journal of computer-aided materials
design. 2001. Т.8. No.1. P. 1-38.

3. Alsabbagh A., Sarkar A., Miller B., Burns J., Squires L., Porter D., Cole J.A., Murty
K.L. Microstructure and mechanical behavior of neutron irradiated ultrafine grained
ferritic steel // Materials Science and Engineering: A. 2014. Т.615. P. 128-138.

4. Zhuravlev V. M. Et al. Laser-induced generation of surface periodic structures in
media with nonlinear diffusion //Physics of the Solid State. 2017. Т.59. P. 2313-2320.

5. Morozov V.M. Model of radiation-stimulated growth of coherent structures in a
crystalline medium with fast relaxation and slow diffusion. Izvestiya vysshikh
uchebnykh zavedeniy. Povolzhskiy region. Fiziko-matematicheskie nauki University
proceedings. Volga region. Physical and mathematical sciences. 2022. P. 99–133. (In
Russ.). doi:10.21685/2072-3040-2022-2-7

170



XVI Международная научная конференция

«Дифференциальные уравнения и их приложения в математическом моделировании»

Саранск, 17-20 августа 2023 года

УДК 517.925.5, 537.611.44, 51-73

Модель роста когерентных структур в среде с

быстрой релаксацией и медленной диффузией*

Морозов В.М.1,2, Журавлев В.М.3

Самарский национальный исследовательский университет1,
Ульяновское конструкторское бюро приборостроения 2,

Ульяновский государственный университет 3

Аннотация: В работе предлагается модель радиационно-стимулированного ро-
ста когерентных структур в кристаллической среде, основанная на уравнениях
нелинейной диффузии точечных дефектов. Выявлены возможные режимы ро-
ста сверхрешеток и получены распределения концентраций и концентрационные
профили по глубине материала.

Ключевые слова: нелинейная диффузия, когерентные структуры, метод много-
масштабных разложений.

1. Модель «Быстрая релаксация-медленная диффузия»

Предлагаемая модель роста когерентных структур [1–3] основана на системе
уравнений диффузии точечных дефектов (вакансии, междоузлия) [4, 5]:

\partial nv
\partial \tau 

= \~\lambda c(Nc  - nv)g + \~\lambda i(Nc  - nv)ni  - \~\gamma nvni  - \~\mu vnv +\nabla [Dv(ni, nv)\nabla nv] , (1)

(2)
\partial ni
\partial \tau 

=  - \~\sigma i
\partial ni
\partial z3

+ \~\lambda c(Nc  - nv)g + \~\lambda i(Nc  - nv)ni  - \~\gamma nvni  - \~\mu ini +\nabla [Di(ni, nv)\nabla ni] , (3)

с коэффициентами диффузии Dv,i(ni, nv), зависящими от концентраций, и перемен-
ным источником J = \~\lambda c(Nc  - nv)g + \~\lambda i(Nc  - nv)ni.

Налетающие частицы с концентрацией g(\bfx , \bft ), рассматриваются как часть дина-
мической системы. Концентрация g(\bfx , \bft ) удовлетворяет такому уравнению переноса:

g\tau =  - \sigma r
\partial g

\partial z3
 - \~\lambda c(Nc  - nv)g  - \~\lambda rnig  - \~\kappa g, (4)

Решение задачи ищется в виде разложений безразмерных концентраций по ма-
лому параметру \varepsilon вида:

u(t, \vec{}X, T, \varepsilon ) = u(0)(t, \vec{}X, T ) + u(1)(t, \vec{}X, T )\varepsilon +O(\varepsilon 2). (5)

Коэффициенты разложения u(k) зависят от медленных координат \vec{}X =
\surd 
\varepsilon \vec{}x и

медленного времени T = \varepsilon t.
*Работа выполнена в рамках проекта 0777-2020-0018, финансируемого из средств государственного за-

дания победителям конкурса научных лабораторий образовательных организаций высшего образования,
подведомственных Минобрнауки России.
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Малый параметр \varepsilon имеет следующий вид:

\varepsilon 4 =
D0

\~\lambda cNc

\sigma 2
r

=
D0

\sigma r

1

\sigma r\tau d

\tau d ( \.g)abs
I/\sigma r

= e0
\langle v\rangle 
\sigma r

\langle l\rangle 
\langle li\rangle 

(\delta g)abs
girr

\ll 1.

Здесь \tau d – характерное время диффузии в необлученном кристалле, \langle v\rangle – средняя
«тепловая» скорость частиц вещества, e0 – числовой коэффициент, зависящий от
типа кристаллической решетки, \langle l\rangle – длина свободного пробега частиц вещества в
необлученном кристалле, \langle li\rangle = \sigma r\tau d – расстояние, которое проходят без столкновения
частицы излучения за то же время.

Разделение пространственных и временных масштабов приводит к тому, что ис-
ходная система уравнений распадается на две — уравнения релаксации и уравнения,
описывающие рост крупномасштабной структуры.

В асимптотике при t\rightarrow \infty распределение концентраций определяется функцией
медленных переменных A( \vec{}X, T ), удовлетворяющей уравнению такого вида:

\biggl( 
1 +

\nu 2

A2

\biggr) 
AT + \sigma i

\nu 2

A2
AZ = \nabla (\scrD \dashv \int (\scrA )\nabla \scrA ) - S(A), (6)

где S(A) = \mu vA+\mu i\nu 
2 - \mu i

\nu 2

A
+
\lambda i\mu v
\gamma 

, а эффективный коэффициент диффузии имеет

вид:

\scrD \dashv \int (\scrA ) =
\nu \in 

\scrA \in \scrD \rangle 

\biggl( 
\scrN \rfloor \alpha \infty \nu 

\in 

\scrA 
 - \scrN \rfloor \alpha \infty \nu 

\in ,\scrN \rfloor \alpha \prime +\scrN \rfloor \alpha \infty \scrA 
\biggr) 
+ (7)

+\scrD \sqsubseteq 

\biggl( 
\scrN \rfloor \alpha \infty \nu 

\in 

\scrA 
 - \scrN \rfloor \alpha \infty \nu 

\in ,\scrN \rfloor \alpha \prime +\scrN \rfloor \alpha \infty \scrA 
\biggr) 
.

При некоторых значениях параметра \nu =

\sqrt{} 
g0
\gamma 

(интенсивности падающего из-

лучения), функция \scrD \dashv \int (\scrA ) может принимать отрицательные значения, что соответ-
ствует росту упорядоченной структуры.
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УДК 517.925

О возмущениях автономных систем ОДУ,

сохраняющих некоторые свойства решений

Мусафиров Э.В.

Гродненский государственный университет имени Янки Купалы

Аннотация: Рассматривается неавтономное возмущение автономной системы
обыкновенных дифференциальных уравнений, которое представляет собой пра-
вую часть автономной системы, умноженную на скалярную функцию, зависящую
от времени. Доказано, что это возмущение сохраняет качественные свойства ре-
шений автономной системы, такие как наличие периодических решений и устой-
чивость решений по Ляпунову. Полученные теоремы позволяют определить вид
возмущений, не влияющих на качественное поведение решений при моделирова-
нии реальных процессов.

Ключевые слова: отражающая функция Мироненко, периодическое решение, точ-
ка равновесия, равномерная асимптотическая устойчивость по Ляпунову, пре-
дельный цикл.

1. Введение

В качественной теории обыкновенных дифференциальных уравнений большое
внимание уделяется вопросу о существовании, числе и местоположении периоди-
ческих решений. Иногда на этот вопрос можно ответить, используя отражающую
функцию Мироненко (ОФМ) [1–3].

При изучении качественного поведения решений некоторой системы обыкновен-
ных дифференциальных уравнений эта система может быть заменена эквивалентной
в смысле совпадения ОФМ. Иногда это можно сделать, даже если ОФМ системы
неизвестна (см., например, [4–6]). В частности, это можно сделать с помощью следу-
ющей теоремы [7].

Теорема 1. Пусть \alpha (t) — произвольная скалярная непрерывная нечетная функция,
тогда любая автономная система

\.x = X(x), t \in \BbbR , x \in D \subset \BbbR n (1)

эквивалентна (в смысле совпадения ОФМ) неавтономной системе

\.x = (1 + \alpha (t))X(x). (2)

Теорема 1 является частным случаем теоремы 1 из [5], с помощью которой было
получено много результатов, обладающих теоретической и практической значимо-
стью.

Целью данного исследования является выяснение связи между свойствами реше-
ний систем (1) и (2), где \alpha (t) — произвольная скалярная непрерывная функция (не
обязательно нечетная). Отличительной особенностью является то, что мы не требу-
ем, чтобы функция \alpha (t) была нечетной, а это означает, что ОФМ систем (1) и (2)
могут не совпадать.

175



XVI Международная научная конференция

«Дифференциальные уравнения и их приложения в математическом моделировании»

Саранск, 17-20 августа 2023 года

2. Основной результат

Лемма 1. Если \eta (t) — решение системы (1), то \eta (t +
t\int 
0

\alpha (s)ds) — решение систе-

мы (2), где \alpha (t) — произвольная скалярная непрерывная функция.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Так как \eta (t) является решением системы (1), то \.\eta (t) =

X (\eta (t)). Дифференцируя \eta (t+
t\int 
0

\alpha (s)ds) по t, получаем

d

dt

\left(  \eta (t+ t\int 
0

\alpha (s)ds)

\right)  = (1 + \alpha (t)) \.\eta (t+

t\int 
0

\alpha (s)ds).

Отсюда, учитывая, что \.\eta (t) = X (\eta (t)), следует

d

dt

\left(  \eta (t+ t\int 
0

\alpha (s)ds)

\right)  = (1 + \alpha (t))X(\eta (t+

t\int 
0

\alpha (s)ds)).

Это означает, что \eta (t+
t\int 
0

\alpha (s)ds) является решением системы (2).

Д о к а з а т е л ь с т в о з а в е р ш е н о.

Теорема 2. Пусть решение \eta (t) системы (1) и непрерывная скалярная функция

\alpha (t) \omega -периодичны. Если дополнительно
\omega \int 
0

\alpha (s)ds = 0, то решение \eta (t +
t\int 
0

\alpha (s)ds)

системы (2) является \omega -периодическим (период \omega не обязательно минимальный).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Заметим, что по лемме 1, если \eta (t) является решени-

ем системы (1), то \eta (t +
t\int 
0

\alpha (s)ds) является решением системы (2). Пусть \alpha (t) —

скалярная непрерывная \omega -периодическая функция. Обозначим A(t) =
t+k\omega \int 
t

\alpha (s)ds,

где k \in \BbbZ . Поскольку \alpha (t) — непрерывная функция, то (по свойствам интеграла с пе-
ременным верхним пределом интегрирования) A(t) — дифференцируемая функция
и \.A(t) = \alpha (t + k\omega )  - \alpha (t) \forall t \in \BbbR . Так как функция \alpha (t) является \omega -периодической,
то \.A(t) = 0 \forall t \in \BbbR , т. е. A(t) = \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{t} \forall t \in \BbbR . В частности, A(t) = A(0) \forall t \in \BbbR , т. е.

t+k\omega \int 
t

\alpha (s)ds =

k\omega \int 
0

\alpha (s)ds, \forall t \in \BbbR , k \in \BbbZ . (3)

Пусть решение \eta (t) системы (1) является \omega -периодическим и
\omega \int 
0

\alpha (s)ds = 0. Поскольку

\eta (t) является \omega -периодической функцией, то

\eta (t+ \omega +

t+\omega \int 
0

\alpha (s)ds) = \eta (t+

t+\omega \int 
0

\alpha (s)ds) = \eta (t+

t\int 
0

\alpha (s)ds+

t+\omega \int 
t

\alpha (s)ds).
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Используя (3), мы имеем

\eta (t+

t\int 
0

\alpha (s)ds+

t+\omega \int 
t

\alpha (s)ds) = \eta (t+

t\int 
0

\alpha (s)ds+

\omega \int 
0

\alpha (s)ds) = \eta (t+

t\int 
0

\alpha (s)ds),

т. е. \eta (t+\omega +
t+\omega \int 
0

\alpha (s)ds) = \eta (t+
t\int 
0

\alpha (s)ds). В свою очередь это означает \omega -периодичность

функции \eta (t+
t\int 
0

\alpha (s)ds).

Д о к а з а т е л ь с т в о з а в е р ш е н о.

Замечание 6. Если \alpha (t) — скалярная непрерывная нечетная \omega -периодическая функ-

ция, то
\omega \int 
0

\alpha (s)ds = 0. Следовательно, теорема 2 остается справедливой, если пред-

положение
\omega \int 
0

\alpha (s)ds = 0 заменить предположением о нечетности \alpha (t).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Поскольку \alpha (t)— скалярная непрерывная \omega -периодическая
функция, то выполняется тождество (3). Из тождества (3) для t =  - \omega и k = 1 сле-

дует, что
0\int 

 - \omega 
\alpha (s)ds =

\omega \int 
0

\alpha (s)ds. Поскольку \alpha (t) нечетная функция, то  - 
0\int 

 - \omega 
\alpha (s)ds =

\omega \int 
0

\alpha (s)ds и, следовательно,
\omega \int 
0

\alpha (s)ds = 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о з а в е р ш е н о.

Теорема 3. Пусть X(x) локально липшицева и X(0) = 0. Кроме того, пусть \alpha (t)
— произвольная непрерывная скалярная функция такая, что

t\int 
0

\alpha (s)ds \geq  - t \forall t \geq 0. (4)

1. Если точка равновесия x = 0 системы (1) устойчива по Ляпунову, то точка
равновесия x = 0 системы (2) равномерно устойчива по Ляпунову.

2. Если
+\infty \int 
0

(\alpha (s) + 1) ds = +\infty и точка равновесия x = 0 системы (1) неустой-

чива по Ляпунову, то точка равновесия x = 0 системы (2) неустойчива по
Ляпунову.

3. Если
+\infty \int 
0

(\alpha (s) + 1) ds = +\infty и точка равновесия x = 0 системы (1) асимп-

тотически устойчива по Ляпунову, то точка равновесия x = 0 системы (2)
равномерно асимптотически устойчива по Ляпунову.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть X(0) = 0, тогда x = 0 является точкой равнове-
сия как системы (1), так и системы (2). Заметим, что по лемме 1, если x(t) является

решением системы (1), то x(t+
t\int 
0

\alpha (s)ds) является решением системы (2).
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1) Пусть точка равновесия x = 0 системы (1) устойчива по Ляпунову, тогда по
определению (см. [8, с. 112]): \| x(0)\| < \delta 1\Rightarrow \| x(t)\| < \varepsilon 1 \forall t \geq 0. По определению (см. [8,
с. 149]) точка равновесия x = 0 системы (2) равномерно устойчива по Ляпунову, если

\forall \varepsilon 2 > 0 \exists \delta 2 = \delta 2(\varepsilon 2) > 0 такое, что если

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| x(t0 + t0\int 
0

\alpha (s)ds)

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| < \delta 2\Rightarrow 
\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| x(t+ t\int 

0

\alpha (s)ds)

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| <
\varepsilon 2 \forall t \geq t0 \geq 0. Рассмотрим произвольное \varepsilon > 0, условие \forall t0 \geq 0

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| x(t0 + t0\int 
0

\alpha (s)ds)

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| < \delta 

подразумевает \| x(0)\| < \delta \forall \delta > 0. Отсюда по определению устойчивости по Ляпунову
точки равновесия x = 0 системы (1) следует, что \exists \delta = \delta (\varepsilon ) > 0 такое, что если

\| x(0)\| < \delta \Rightarrow \| x(t)\| < \varepsilon \forall t \geq t0 \geq 0 и так как (в силу (4)) t +
t\int 
0

\alpha (s)ds \geq 0 \forall t \geq 0,

то

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| x(t+ t\int 
0

\alpha (s)ds)

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| < \varepsilon \forall t \geq t0 \geq 0. Это (по определению) означает, что точка

равновесия x = 0 системы (2) равномерно устойчива по Ляпунову.
2) Пусть точка равновесия x = 0 системы (1) неустойчива по Ляпунову, тогда по

определению: \exists \varepsilon > 0 такое, что \forall \delta > 0 \| x(0)\| < \delta , но \exists t\ast \geq 0 такое, что \| x (t\ast )\| \geq \varepsilon .

Так как интеграл с переменным верхним пределом интегрирования
t\int 
0

(\alpha (s) + 1) ds

непрерывен,
0\int 
0

(\alpha (s) + 1) ds = 0 и
+\infty \int 
0

(\alpha (s) + 1) ds = +\infty , то \exists t1 \geq 0 такое, что

t1\int 
0

(\alpha (s) + 1) ds = t\ast и, следовательно,

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| x(t1 + t1\int 
0

\alpha (s)ds)

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \geq \varepsilon . Это означает, что точка

равновесия x = 0 системы (2) неустойчива по Ляпунову.
3) Пусть точка равновесия x = 0 системы (1) асимптотически устойчива по Ляпу-

нову. По определению (см. [8, с. 112]) это означает, что точка равновесия x = 0 систе-
мы (1) устойчива по Ляпунову и \exists \delta 1 > 0 такое, что если \| x(0)\| < \delta 1 \Rightarrow \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}

t\rightarrow +\infty 
x(t) = 0.

По определению (см. [8, с. 150]) точка равновесия x = 0 системы (2) является равно-
мерно асимптотически устойчивой по Ляпунову, если она равномерно устойчива по

Ляпунову и \exists \delta 2 > 0, не зависящее от t0, такое, что для всех

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| x(t0 + t0\int 
0

\alpha (s)ds)

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| < \delta 2

\Rightarrow \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
t\rightarrow \infty 

x(t+
t\int 
0

\alpha (s)ds) = 0 равномерно по t0. Равномерная устойчивость по Ляпунову

точки равновесия x = 0 системы (2) следует из пункта 1) теоремы.
Из определения асимптотической устойчивости по Ляпунову точки равновесия

x = 0 системы (1) следует, что \exists \delta = \delta 1 > 0 такое, что при

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| x(t0 + t0\int 
0

\alpha (s)ds)

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| < \delta 

\forall t0 \geq 0\Rightarrow \| x(0)\| < \delta \Rightarrow \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
t\rightarrow +\infty 

x(t) = 0, а так как по условию теоремы
+\infty \int 
0

(\alpha (s) + 1) ds =

+\infty , то \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
t\rightarrow +\infty 

x(t+
t\int 
0

\alpha (s)ds) = 0. Что, по определению, означает, что точка равновесия

x = 0 системы (2) равномерно асимптотически устойчива по Ляпунову.
Д о к а з а т е л ь с т в о з а в е р ш е н о.

Замечание 7. Условие (4) выполняется, если \alpha (t) \geq  - 1 \forall t \geq 0.
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3. Примеры

Приведенные выше результаты могут быть использованы для изучения каче-
ственного поведения решений возмущенных систем.

Пример 1. Рассмотрим систему [9, с. 138]

\.x =  - y + x (1 - x2  - y2) ,

\.y = x+ y (1 - x2  - y2) , t, x, y \in \BbbR 
(5)

и возмущенную систему

\.x =

\biggl( 
1 + \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}

t

2

\biggr) 
( - y + x (1 - x2  - y2)) ,

\.y =

\biggl( 
1 + \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}

t

2

\biggr) 
(x+ y (1 - x2  - y2)) , t, x, y \in \BbbR .

(6)

Согласно [9, с. 139], система (5) имеет (орбитально) устойчивый предельный
цикл x2 + y2 = 1. Этот цикл соответствует 2\pi -периодическому (а значит, и 4\pi -
периодическому) решению (x(t), y(t)) = (\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} t, \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} t) системы (5) с начальными услови-

ями (x(0), y(0)) = (1, 0). Поскольку функция \alpha (t) = \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}
t

2
является 4\pi -периодической

и
4\pi \int 
0

\alpha (s)ds = 0, то из теоремы 2 следует, что система (6) имеет 4\pi -периодическое

решение

(x(t), y(t)) =

\biggl( 
\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}

\biggl( 
t+ 2 \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}

t

2

\biggr) 
, \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}

\biggl( 
t+ 2 \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}

t

2

\biggr) \biggr) 
,

что соответствует предельному циклу x2 + y2 = 1.

Пример 2. Рассмотрим систему Лэнгфорда (см. [10,11])

\.x = (a - 1)x - y + xz,

\.y = x+ (a - 1)y + yz,

\.z = az  - (x2 + y2 + z2), a, t, x, y, z \in \BbbR .

(7)

Система (7) имеет две точки равновесия O1(0, 0, 0), O2(0, 0, a) и очень богатое
бифуркационное поведение. Наряду с системой (7) рассмотрим возмущенную систему

\.x = (1 + \alpha (t)) ((a - 1)x - y + xz) ,

\.y = (1 + \alpha (t)) (x+ (a - 1)y + yz) ,

\.z = (1 + \alpha (t)) (az  - (x2 + y2 + z2)) , a, t, x, y, z \in \BbbR ,

(8)

где \alpha (t) — скалярная непрерывная функция такая, что

t\int 
0

\alpha (s)ds \geq  - t \forall t \geq 0 и

+\infty \int 
0

(\alpha (s) + 1) ds = +\infty .
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Примером такой функции может быть \alpha (t) = \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} t. Согласно [11], для системы (7)
точка равновесия O1(0, 0, 0) асимптотически устойчива по Ляпунову при a < 0 и
неустойчива по Ляпунову при a > 0, а точка равновесия O2(0, 0, a) асимптотически
устойчива по Ляпунову при 0 < a < 1/2 и неустойчива по Ляпунову при a < 0
или a > 1/2. Из теоремы 3 следует, что для возмущенной системы (8) точка рав-
новесия O1(0, 0, 0) равномерно асимптотически устойчива по Ляпунову при a < 0
и неустойчива по Ляпунову при a > 0, а точка равновесия O2(0, 0, a) равномерно
асимптотически устойчива по Ляпунову при 0 < a < 1/2 и неустойчива по Ляпунову
при a < 0 или a > 1/2.

4. Заключение

Доказано, что неавтономное возмущение \alpha (t)X(x) автономной системы (1) со-
храняет качественные свойства решений автономной системы, такие как наличие
периодических решений и устойчивость решений по Ляпунову. Эти результаты поз-
воляют узнать, какое возмущение не повлияет на качественное поведение решений
при моделировании реальных процессов.
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On perturbations of autonomous ODE systems

preserving some properties of solutions
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Abstract: A non-autonomous perturbation of an autonomous system of ordinary dif-
ferential equations is considered, which is the right part of an autonomous system
multiplied by a scalar function depending on time. It is proved that this perturbation
preserves the qualitative properties of solutions of an autonomous system, such as the
presence of periodic solutions and the Lyapunov stability of solutions. These results
allow us to find out which perturbation will not affect the qualitative behavior of
solutions when modeling real processes.
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УДК 517.91

Моделирование стoхaстически обусловленных

популяционных инвазий в уравнениях c

запаздывающим противодействием*

Переварюха А.Ю.1, Трофимова И.В.2, Михайлов В.В.1

Санкт-Петербургский Федеральный исследовательский центр РАН1,
Санкт-Петербургский Государственный Университет2

Аннотация: Агрессивные инвазионные процессы все интенсивнее наблюдаются
в северных экосистемах из-за климатических изменений. Южные виды активно
вытесняют автохтонную фауну. Процессы при инвазиях оказываются чрезвы-
чайно разнообразны даже для одного переселяющегося вида в разных средах.
Актуальны сценарии изменения биоразнообразия сообществ в моделях с различ-
но заданным воздействием. Нами предложены математические модели сценариев
противоборства вселенцев и биотической среды, описанные уравнениями с воз-
мущенным запаздывающим воздействием, имитирующим адаптацию. Получен
прогноз ситуации длительных колебаний численности в модели с итоговым со-
стоянием критического минимума после первичной вспышки избыточно агрес-
сивного инвазионного вида.

Ключевые слова: моделирование инвазионных процессов, стохастическое возму-
щение, уравнения с запаздыванием.

1. Введение

Динамика инвазионных процессов отличается значительным качественным раз-
нообразием. Построение общей модели инвазии не представляется возможным, по-
скольку для описания возникающих экологических ситуаций со стремительными из-
менениями требуются различные нелинейные эффекты, которые не будут совмести-
мы в одной схеме развития процесса. Математический аппарат целесообразно выби-
рать исходя из актуальной задачи. Определение нужных свойств решения имитиру-
ющей поведение биосистемы динамической модели необходимо проводить на основе
анализа конкретной исследуемой ситуации. Вариантов ситуаций множество, некото-
рые – уникальны, другие поддаются типизации. Актуально создание общепринятой
классификации типов развития инвазионных процессов в краткой и долгосрочной
перспективах. Много внимания уделяется моделированию эруптивной стадии вселе-
ния чужеродного организма – первым фазам развития инвазионного процесса, кото-
рые часто сопровождаются стремительными вспышками с угрозой для среды, тогда
как на самом деле для экодинамики наиболее интересна длительная асимптотиче-
ская динамика. Для моделирования различных ситуаций можно выбирать дискрет-
ные или непрерывные системы, которые лучше соответствуют динамическим свой-
ствам обстановки в биосистеме, отраженной на графиках наблюдений. С анализа
графиков и факторов изменения численности необходимо начинать системный ана-
лиз ситуации и далее выбирать подходящий метод математической формализации на
основе критериев соответствия. Нелинейные эффекты формируют наш набор опи-

*Работа выполнена при поддержке РНФ (проект РНФ № 23-21-00339) в СПБ ФИЦ РАН.
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сательных средств. Для моделирования вариантов развития ситуации с переходом
инвазии от стремительной вспышки к глубокой депрессии нами выбраны уравне-
ния с отклоняющимся аргументом в качестве математического средства описания
процессов. B функциональные составляющие регуляции актуально внести стохасти-
ческое возмущение для имитации вариативности развития. Дополнительно мы учли
фактор неполной предопределенности при формировании запаздывающего ответа. В
модели добавлен аспект заранее неизвестного времени выработки противодействия
со стороны автохтонного биотического окружения.

2. Уравнение для сценария инвазионного кризиса

C целью выбора искусственного противодействия расселению агрессивного инва-
зионного вида насекомых или моллюсков проводится специальная интродукция еще
одного вида-антагониста. Примеров включения биологической борьбы достаточно
много, но эффективность такого метода подавления на практике непостоянна. Такое
популярное направление как «биохакинг» развивает методики активного вмешатель-
ства и подавления инвазионных процессов, например, с использованием патогенных
микроорганизмов: вирусов и микромицетов, способных поражать личиночные стадии
насекомых. Разработаны математические модли в дифференциальных уравнениях
для специфических сценариев популяционной динамики, описывающие активность
вида-антагониста против чужеродной популяции. Уравнения включают два меха-
низма борьбы: с временной отложенной адаптацией и с запаздывающей активацией
воздействия. В вычислительном эксперименте получен сценарий преодоления глубо-
кой депрессии для атакуемого вида с высоким репродуктивным коэффициентом и
с дальнейшим установлением равновесного состояния. Примером описанной ситуа-
ции служит динамика растущей колонии бактерий кишечной палочки, задействовав-
ших адаптационный механизм защиты после вселения нового вируса-бактериофага.
Преодоление кризиса при взаимодействии случается, если РНК-белковый комплекс
CRISPR/Cas - 9 у выживших кишечных палочек через небольшой промежуток вре-
мени обучается распознавать выбранные уникальные краткие фрагменты генома в
20 оснований, присутствующего только в РНК данного штамма вируса, и разрывать
в этом месте цепочку нуклеотидов. Вирусы мутируют в ответ. По причине адаптации
и разнообразия вирионов терапия с бактериофагами теряет эффективность.

Имитационное моделирование для лимитированного средой роста продолжает
развиваться в современных модификациях c коэффициентами с \.N = rF (N(t))\Theta :

dN

dt
= rN(t)

(1 - N(t))/(K + \vargamma N)\Theta 

(1 - N(t))/K(1 - \gamma )
, (1)

где N(t) – численность вида, r – репродуктивный потенциал, K – емкость эколо-
гической ниши, \gamma – равномерно распределенная случайная величина, \vargamma – число-
вой параметр. Решения (1) описывают уравновешивающиеся процессы \forall N(0) > 0.
Не все уравнения можно дополнять включением t  - \tau . Основное отличие y моде-
лей ограниченного роста в положении точки перегиба Np \not = 0 на графике решения
N(t). Положение ординаты точки перегиба Np важно для выбора оптимальной экс-

плуатации и расчета вылова \.N = rf(N(t))  - Q. Оптимально: Np =
K

2
, абсцисса

tp = r - 1 \mathrm{l}\mathrm{n}(K  - N(0))

N(0)
. Прирост численности в Np максимален, популяция демон-

стрирует лучшую продуктивность [1]. Идея, что излишек прироста можно изымать
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чрезвычайно опасна для промысла популяций с критическими пороговыми состояни-
ями. Модель \.N = rf(N(t  - \tau ))  - F (N) с запаздывающей регуляцией без параметра
ниши K c f(x) = rxe - bx предложена для опытов A. Hикoлсoнa с лабораторными
насекомыми:

dN

dt
= rN(t - \tau ) \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}( - bN(t - \tau )) - \delta N(t), (2)

где \delta – гибель от факторов среды, b – уровень внутренней конкуренции за ресурсы.
При r\tau >>

\pi 

2
модель (2) демонстрирует релаксационные колебания \mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}N\ast (t)\rightarrow \epsilon .

Cравним динамику разработанной нами детерминированной модели инвазионно-
го процесса для агрессивного вселенца с N(t  - \tau ) и модель инвазии в форме урав-
нения с отклоняющимся аргументом, где величина запаздывания \tau возмущена рав-
номерно распределенной случайной величиной \gamma \in [ - 0.5, 0.5], что отражает влияние
случайных факторов на небольшую исходную группу особей-вселенцев. Для включе-
ния стохастической компоненты лучше возмущать именно величину запаздывания
\gamma \tau , что качественно отразится на сценариях завершен6ия инвазионного процесса.
Возмущение репродуктивного параметра r не несет существенного смысла, но стоха-
стика запаздывания \tau позволяет рассматривать сценарии — сравнивать различные
варианты, актуальные для разрушающих среду вредителей.

Выполнено моделирование специфических экстремальных кризисных процессов
популяций вне равновесного состояния популяции co средой . Исследуемые экстре-
мальные биофизические процессы происходят при инвазиях агрессивных чужерод-
ных видов в адаптирующуюся среду. Время адаптации нового биотического окру-
жения и восстановление исчерпанных активным вселенцем ресурсов среды важные
характеристики уравнений c возмущенным запаздыванием и c пороговыми триг-
герными функциями популяционного процесса. Для отражения запаздываний раз-
личного феноменологического типа эффекты запаздывания разделены на три ти-
па по биологическому генезису и роли в развитии процессов. Инвазионные про-
цессы проходят этап кризисной динамики N(t) \rightarrow 0 + \epsilon и сопровождаются дли-
тельными осцилляциями. Биосистема получит несколько сценариев динамики кри-
зиса, включая гибель N(t\infty ) = 0. Зададим пороговое развитие инвазионного по-
пуляционного процесса c кризисом в уравнении c функцией сопротивления среды
\.N = F (N(t - \tau )) - \Psi (N(t - \nu )). Пороговый эффект реакции агрессивному росту чис-
ленности вселенца выразим \mathrm{l}\mathrm{n}K-регуляцией в функции противодействия \Psi (N(t - \nu ))
и при \scrQ > q, m \geq 2, N(0) < J < \scrK так:

dN

dt
= rN(t) \mathrm{l}\mathrm{n}

\biggl( 
\scrK 

N(t - \tau )

\biggr) 
 - \scrQ Nm(t - \nu )

(J  - N(t))2
 - qN(t). (3)

Разработанной нами модели (3) на начальном этапе идет увеличение численности
небольшой группы N(0) < J . Далее рост остановлен. Вместо стабилизации N(t) \rightarrow 
K, N(tS) < K или превышения равновесия K начинается стадия резкого кризиса
с возрастанием F (N2; J - 1) при N \rightarrow J , потенциал роста еще не нивелирован \mathrm{l}\mathrm{n}K-
регуляцией.

При анализе стремительных инвазий и инфекций актуален сценарий, когда до-
стигнутая численность N(t) \rightarrow \scrK не будет устойчивой. Cтохастическое возмущение
динамики значимо при активации противоборства в состоянии критическом для сре-
ды. При приближении к порогу разрушения среды наблюдается усиление противо-
действия, что типично для иммунного ответа организма. Время активации вариа-
тивно, но не менее \tau 1. Пусть \tau 1 варьируется случайной величиной \gamma в ограниченном
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диапазоне. Предложим модель инвазии с возмущенным равномерной случайной ве-
личиной запаздыванием (t - \tau 1\gamma ):

dN

dt
= rN(t) \mathrm{l}\mathrm{n}

\biggl( 
\scrK 

N(t - \tau \gamma )

\biggr) 
 - \delta N2(t - \tau 1\gamma )

(J  - N(t))2
 - qN(t), \delta > q, \gamma (\omega ) \in [1, 2]. (4)

Приближение N(t) к пороговому значению J,N(0) < J < \scrK влечет резкий пере-
ход в глубокий популяционный кризис N(t)\rightarrow 0+ \epsilon . Сценарий преодоления кризиса
c образованием колебаний N(t) \rightarrow N\ast (t), \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}N\ast (t) < J зависит от стохастических
\tau -факторов. Согласно (4) популяция гарантированно погибает при увеличении репро-
дуктивного потенциала r. Можно показать, что существует r = \=r, что для события

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
t\rightarrow \=t

N(t; \=r\tau ) = 0

вероятность P > 0 и \exists \^r > \=r, t < \infty реализуется для данного события P = 1. \^r
критический порог репродуктивной активности, ведущий к инвазионному кризису
после вспышки.
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Abstract: Aggressive invasive processes are increasingly observed in the northern
ecosystems due to climate change, southern species are actively crowding out the
autochthonous fauna. Processes during invasions turn out to be extremely diverse
even for one migratory species in different environments. It is important to consider
scenarios for changing the biodiversity of communities in models with variously speci-
fied impacts. To describe scenarios of confrontation between invaders and the biotic
environment, the paper proposes equations with a perturbed delayed action that
simulates adaptation. A description of the situation of long-term fluctuations in
abundance with the final state of a critical minimum after the primary outbreak
of an overly aggressive invasive species is obtained.
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О применении явно-итерационной схемы ЛИ-М

к моделированию дозвуковых реагирующих

газовых потоков*

Пескова Е.Е., Язовцева О.С., Макарова Е.Ю.

Национальный исследовательский Мордовский государственный университет

Аннотация: В работе разработан алгоритм на основе явно-итерационной схе-
мы ЛИ-М интегрирования диссипативных членов для математической модели
дозвукового течения многокомпонентных реагирующих газовых потоков, в ос-
нову которой положены уравнения Навье-Стокса. Модель построена с учетом
взаимной диффузии газов, их вязкости, теплопроводности и химических реак-
ций. Вычислительный алгоритм в силу высокой жесткости системы базируется
на принципе расщепления по физическим процессам: различные методы решения
использованы для интегрирования уравнений химической кинетики, конвектив-
ных потоков, диссипативных членов и давления. Сравнительный анализ показал
эффективность разработанного алгоритма по сравнению с алгоритмом, основан-
ным на интегро-интерполяционном методе, в котором диссипативные члены рас-
считываются по схеме с центральными разностями.

Ключевые слова: математическое моделирование, уравнения Навье-Стокса, рас-
щепление по физическим процессам, чебышёвская явно-итерационная схема, кон-
версия метана.

В настоящее время актуальным вопросом является разработка кодов для иссле-
дования промышленных химических процессов. Существующие комплексы громозд-
ки и дорогостоящи, кроме того, в настоящей геополитической ситуации использо-
вание иностранного программного обеспечения зачастую невозможно. Разрабаты-
ваемые коды должны отвечать определенным требованиям: для проведения серий-
ных расчетов результат должен быть получен за короткое время, для практической
значимости вычисления должны отвечать заданной точности, при этом программа
должна удовлетворять ограничениям по объему и занимаемой памяти. Для выпол-
нения требований в основу программы должен быть положен эффективный вычис-
лительный алгоритм. Известной проблемой численного моделирования химических
процессов является потребность в учёте разномасштабных явлений в рамках одной
модели, что приводит к необходимости решения жёстких систем уравнений. Быст-
родействие алгоритма может быть достигнуто за счет использования специализи-
рованных методов расчета для каждой части математической модели, отвечающей
различным физическим процессам. Подобный подход носит название «принцип рас-
щепления по физическим процессам» [1].

Настоящая работа посвящена построению вычислительного алгоритма для мо-
делирования многокомпонентных дозвуковых газодинамических потоков с учётом
диффузии, вязкости, теплопроводности и химических реакций. Вычислительный ал-
горитм построен на основе расщепления по физическим процессам: различные ме-
тоды решения использованы для интегрирования уравнений химической кинетики,

*Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда № 23-21-00202,
https://rscf.ru/project/23-21-00202/.
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конвективных потоков, диссипативных членов и давления. В качестве объекта ис-
следования выбран процесс высокотемпературной конверсии метана с радикально-
цепными реакциями и учетом энергопоглощения вследствие эндотермического ха-
рактера реакций [2].

Для интегрирования уравнений химической кинетики применен трехстадийный
метод Рунге-Кутты пятого порядка точности, известный также как метод РАДО [3].
Этот метод хорошо зарекомендовал себя для решения систем уравнений, описываю-
щих детализированные химические превращения [3]. Расчет процессов конвективного
переноса проведен с использованием потоков Русанова [5].

Наибольшие затруднения с точки зрения вычислительного алгоритма вызывают
расчеты, связанные с диссипативными процессами. Диссипативные члены и динами-
ка давления рассчитаны с использованием метода локальных итераций, основанного
на явном итерационном процессе с параметрами, отвечающими корням многочленов
Чебышева [6]. Вычисления проводятся в три этапа: отдельно вычисляются диффу-
зионные потоки, вязкость и процессы теплопроводности. На последнем этапе осу-
ществлен перерасчет вектора скорости, связанный с динамической составляющей
давления.

Для оценки эффективности алгоритма было проведено сравнение нового разра-
ботанного алгоритма с построенным на основе интегро-интерполяционного метода,
в котором диссипативные потоки вычисляются по схеме с центральными разностя-
ми [7]. Сравнительный анализ показал значительное ускорение расчетов. Это связано
со снятием ограничения на шаг интегрирования диссипативных процессов.

Помимо очевидного преимущества во времени расчета предлагаемый подход об-
ладает еще одним достоинством – в силу использования явной схемы алгоритм доста-
точно просто адаптировать под распределенные вычисления, что несомненно будет
востребовано при решении трехмерных задач.

Полученный результат свидетельствует о правомерности применения предложен-
ного подхода для задач моделирования дозвуковых реагирующих газовых потоков,
в том числе и с учетом дополнительных источников энергии, например, лазерного
излучения.
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Abstract: The paper develops an algorithm based on the explicit iterative scheme of
the Li-M integration of dissipative terms for a mathematical model of the subsonic
multicomponent reacting gas flow. It is based on the Navier-Stokes equations. The
model is constructed taking into account the mutual diffusion of gases, their viscosity,
thermal conductivity and chemical reactions. The computational algorithm is based on
the principle of splitting by physical processes due to the high stiffness of the system:
various solution methods are used to integrate the equations of chemical kinetics,
convective flows, dissipative terms and pressure. Comparative analysis has shown the
effectiveness of the developed algorithm in comparison with the algorithm based on the
integro-interpolation method, in which the dissipative terms are calculated according
to the scheme with central differences.

Keywords: mathematical modeling, Navier-Stokes equations, splitting by physical
processes, Chebyshev explicit-iterative scheme, methane conversion.
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Математическое моделирование

напряженно-деформированного состояния тонкой

изотропной пластины
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Аннотация: Предложена и реализована новая модификация метода коллока-
ции для построения решения неоднородного бигармонического уравнения в рам-
ках моделирования напряженно-деформированного состояния тонкой изотроп-
ной пластины. Предложенная модификация основывается на полиномиальной
аппроксимации Чебышева смешанной частной производной искомой функции. В
качестве базисных функций использованы многочлены Чебышева первого рода.
Предложенный метод применен для моделирования изгиба упругой изотропной
пластины, находящейся под действием поперечной нагрузки. Проведен анализ
результатов, полученных методом коллокации с применением интегрального под-
хода и в его отсутствии при использовании нулей многочленов Чебышева первого
рода в качестве точек коллокации.

Ключевые слова: многочлены Чебышева первого рода, метод коллокации, изо-
тропная пластина, напряженно-деформированное состояние

1. Введение

Многие конструктивные элементы представляют собой пластины различной фор-
мы и структуры с переменными геометрическими и физико-механическими пара-
метрамии [1]. При описании напряженно-деформированного состояния этих пластин
возникает необходимость решения неоднородного бигармонического уравнения [1–8].
Построение решения этого уравнения вызывает ряд трудностей, оказывающих су-
щественное влияние на обусловленность краевых задач в механике деформируемого
твердого тела и теории упругости и связанных, в частности, порядком уравнения
в частных производных [8]. При этом достижение требуемой степени детализации
области интегрирования предполагает решение систем линейных уравнений очень
высокого порядка с неразреженной матрицей [7]. Одним из перспективных подходов
к решению проблемы является развитие методов полиномиальной аппроксимации.

Представленная работа посвящена построению решения неоднородного бигармо-
нического уравнения с использованием системы ортогональных многочленов Чебы-
шева первого рода в рамках моделирования напряженно-деформированного состоя-
ния тонкой изотропной пластины. Выбор в качестве базисных функций многочленов
Чебышева обусловлен тем, что такое приближение минимизирует количество членов
усеченного ряда, необходимых для аппроксимации решения [9,10]. В представленной
работе предложена и реализована новая модификация метода коллокации на основе
аппроксимации смешанной производной искомой функции с использованием много-
членов Чебышева и выбора в качестве точек коллокации нулей этих многочленов.
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2. Постановка задачи

Рассмотрим задачу моделирования напряженно-деформированного состояния изо-
тропной пластины, защемленной по краям x = 0, x = d1 и y = 0 и свободной на крае
y = d2, которая находится под действием поперечной нагрузки q(x, y). Предполага-
ем, что пластина является тонкой. Для описания изгиба ее срединной поверхности
\omega (x, y) используем бигармоническое уравнение Софи Жермен–Лагранжа, которое
запишем в виде [11]:

\partial 4\omega 

\partial x4
+ 2

\partial 4\omega 

\partial x2\partial y2
+
\partial 4\omega 

\partial y4
=

q

D
, (1)

где D =
Eh3

12(1 - \nu 2)
– цилиндрическая жесткость пластины, h – толщина пластины,

E – модуль Юнга, \nu – коэффициент Пуассона изотропного материала пластины.

3. Построение решения краевой задачи

Для построения решения краевой задачи представляем смешанную производную
функции \omega (x, y) в виде усеченного ряда по полиномам Чебышева первого рода [9]

\{ Tji(xi) = \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}(ji \mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{c}\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}xi), ji = 0, ni\} (2)

по каждой введенной новой переменной xi \in [ - 1, 1] (ni \in \BbbN , i = 1, 2):

x1 =
2

d1
x - 1, x2 =

2

d2
y  - 1. (3)

Записываем уравнение (1) в новых переменых x1 и x2. Последовательно инте-
грируя по переменным x1 и x2 конечную сумму ряда по полиномам Чебышева сме-
шанной производной функции \omega (x, y), восстанавливаем искомую функцию \omega (x, y)
методом коллокации с использованием нулей многочленов Чебышева первого рода
Tni+1(xi) [9] в качестве точек коллокации

xi,ji = \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}

\biggl( 
\pi (2ni  - 2ji + 1)

2(ni + 1)

\biggr) 
, ji = 0, ni, i = 1, 2. (4)

Уравнения коллокации при этом представляем в матричной форме. Для приведе-
ния матрицы системы линейных алгебраических уравнений к разреженной и умень-
шения числа вычислений при ее заполнении применяем свойство конечных сумм
многочленов Чебышева в точках (4) [9]:

ni\sum 
ji=0

Tli(xi,ji)Tqi(xi,ji) = \gamma li\delta li,qi , i = 1, 2,

где \delta li,qi – символ Кронекера, коэффициент \gamma li =
1

2
, если li = 0, иначе \gamma li = 1.

При проведении вычислений используем значения физических параметров из [1, 2]:
d1 = d2 = 10 м, h = 0.1 м, E = 200 ГПа, \nu = 0.28.
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4. Заключение

В работе получено решение задачи моделирования напряженно-деформированного
состояния тонкой изотропной пластины под действием заданной поперечной нагруз-
ки для случая защемления краев этой ластины и свободного края методом коллока-
ции в матричной нотации с использованием предложенного и реализованного инте-
грального подхода. Для верификации полученных результатов проведен ряд вычис-
лительных экспериментов при различных видах закрепления, способах нагружения
и относительных размерах изотропной пластины.
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Abstract: A new modification of the collocation method is proposed and implemented
for constructing a solution to an inhomogeneous biharmonic equation in the framework
of modeling the stress-strain state of a thin isotropic plate. The proposed modification
is based on the Chebyshev polynomial approximation of the mixed partial derivative
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Двусторонние оценки решения одномерного

уравнения теплопроводности

Рассадин А.Э.
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Аннотация: В статье для решения задачи Коши на прямой для линейного урав-
нения диффузии-теплопроводности с начальными условиями специального вида
получены оценки решения снизу и сверху. С помощью вычислительного экспери-
мента показано, что по прошествии некоторого промежутка времени в качестве
приближённого решения этой задачи можно брать любую из этих оценок.

Ключевые слова: интеграл Пуассона, прямое и обратное неравенства Гëльдера,
функция ошибок, компактный носитель, функция Хевисайда, относительная по-
грешность.

1. Введение

Задача Коши для линейного дифференциального уравнения в частных производ-
ных параболического типа на прямой:

\partial u

\partial t
=
\partial 2u

\partial x2
, u(x, 0) = U(x), x \in \BbbR , (1)

находит многочисленные применения в задачах тепломассообмена [1], теории слу-
чайных процессов [2] и. т. д.

Как хорошо известно, для ограниченного начального условия U(x) точное реше-
ние u(x, t) задачи Коши (1) выражается интегралом Пуассона [1]:

u(x, t) =
1

2
\surd 
\pi t

+\infty \int 
 - \infty 

\mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}

\biggl[ 
 - (x - \xi ) 2

4 t

\biggr] 
U(\xi ) d\xi . (2)

Очевидно, что интеграл (2) вычисляется точно далеко не для каждой функ-
ции U(x). Однако часто возникает необходимость знать детали пространственно-
временного поведения функции u(x, t). Ясно, что для того, чтобы получить эту ин-
формацию, кроме условия ограниченности функции U(x) нужно наложить на неё
некие дополнительные условия. В данной работе этими условиями являются требо-
вания неотрицательности и финитности функции U(x).

Далее статья имеет следующую структуру: в разделе 2 выведены двусторонние
оценки для точного решения (2). Раздел 3 посвящён описанию вычислительного экс-
перимента, иллюстрирующего полученные в разделе 2 соотношения. В Заключении
суммированы полученные результаты и обсуждены перспективы дальнейших иссле-
дований.
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2. Вывод основных соотношений

Пусть начальное условие в задаче Коши (1) имеет следующий вид:

U(x) =
n\sum 
i=1

ci Ui(x), n \in \BbbN , (3)

где функции Ui(x) \geq 0 и обладают компактным носителем: suppUi = [ai , bi], причём
bi \leq ai+1, i = 1, n - 1, а постоянные ci > 0.

Подставив сумму (3) в интеграл Пуассона (2), получим:

u(x, t) =
n\sum 
i=1

ci ui(x, t) , (4)

где введены новые неизвестные функции:

ui(x, t) =
1

2
\surd 
\pi t

bi\int 
ai

\mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}

\biggl[ 
 - (x - \xi ) 2

4 t

\biggr] 
Ui(\xi ) d\xi . (5)

Далее, выберем 2n вещественных чисел p\pm i так, чтобы для каждого i = 1, n
выполнялись неравенства 0 < p - i < 1 < p+i , и, кроме того, чтобы сходились все 2n
интегралов по отрезкам [ai , bi] в величинах:

N\pm 
i =

\left(  bi\int 
ai

U
q\pm i
i (x) dx

\right)  1/q\pm i

, q\pm i =
p\pm i

p\pm i  - 1
. (6)

Если все величины (6) конечны, то каждый из интегралов (5) может быть оценен
и сверху — с помощью прямого интегрального неравенства Гëльдера, и снизу — с
помощью обратного интегрального неравенства Гëльдера [3] — следующим образом:

N - 
i v

 - 
i (x, t) \leq ui(x, t) \leq N+

i v
+
i (x, t), i = 1, n, (7)

где

v\pm i (x, t) =
1

2
\surd 
\pi t

\left(  bi\int 
ai

\mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}

\biggl[ 
 - p\pm i

(x - \xi ) 2

4 t

\biggr] 
d\xi 

\right)  1/p\pm i

. (8)

Легко видеть, что с помощью известной функции вероятности ошибок функции
(8) могут быть выражены следующим образом:

v\pm i (x, t) =
1

2
(\pi t)

 - 1

2 q\pm 
i (p\pm i )

 - 1

2 p\pm 
i

\Biggl( 
erf

\Biggl[ \sqrt{} 
p\pm i (x - ai)
2
\surd 
t

\Biggr] 
 - erf

\Biggl[ \sqrt{} 
p\pm i (x - bi)
2
\surd 
t

\Biggr] \Biggr) 1/p\pm i

. (9)

Наконец, умножая каждое из неравенств (7) на константы ci из формулы (3) и
суммируя их по i, получим двусторонние оценки для функции (4):

u - (x, t) \leq u(x, t) \leq u+(x, t) , (10)

где

u\pm (x, t) =
n\sum 
i=1

ciN
\pm 
i v

\pm 
i (x, t) . (11)
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3. Вычислительный эксперимент

Оценки (9)-(11) даны для различных моментов времени t > 0, поэтому для то-
го, чтобы понять, как ведёт себя неравенство (10) с течением времени, необходимо
провести вычислительный эксперимент.

Положим n = 2, a1 =  - 2, b1 =  - 1, a2 =  - 0.5, b2 = 3, Ui(x) = \theta (x - ai) - \theta (x - bi)
(i = 1, 2; \theta (x) — функция Хевисайда), c1 = 3, c2 = 1, и сформируем по формуле (3) по
этим данным начальное условие к задаче Коши (1). График этой функции приведён
на рис. 1.

Далее, выберем p+1 = p+2 = 2 и p - 1 = p - 2 = 0.5. Графики оценок решения задачи
Коши (1), построенные по формулам (11), приведены на рис. 2-5.

Рис. 1. График начального условия

Рис. 2. Графики оценок решения при t = 0.01

Рис. 3. Графики оценок решения при t = 0.5200
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Рис. 4. Графики оценок решения при t = 1.0

Рис. 5. Графики оценок решения при t = 2.0

На рис. 2-5 сплошной линией показано точное решение задачи Коши (1), соот-
ветствующее начальному условию, график которого приведён на рис. 1. Это точное
решение равно:

u(x, t) =
3

2

\biggl[ 
erf

\biggl( 
x+ 2

2
\surd 
t

\biggr) 
 - erf

\biggl( 
x+ 1

2
\surd 
t

\biggr) \biggr] 
 - 1

2

\biggl[ 
erf

\biggl( 
x+ 1/2

2
\surd 
t

\biggr) 
 - erf

\biggl( 
x - 4

2
\surd 
t

\biggr) \biggr] 
.

(12)
Из рис. 2-5 видно, что с течением времени верхняя и нижняя оценки точного

решения (12) неограниченно сближаются друг с другом, следовательно, при заданной
относительной погрешности приближения \delta существует такое значение времени t\ast ,
что при t > t\ast :

\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}
x\in \BbbR 

u+(x, t) - u - (x, t)
u - (x, t)

< \delta . (13)

Другими словами, формула (13) означает, что при t > t\ast вместо точного решения
(12) можно пользоваться любой из его оценок (11).
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4. Заключение

Для начального условия вида (3) в работе получены двусторонние оценки (11)
точного решения (2) задачи Коши (1). Для построения этих оценок существенны
величины интегрального характера (6) и значения координат левых ai и правых bi
концов носителей функций Ui(x), но не вся функция (3) в целом.

В результате вычислительного эксперимента выяснено, что при возрастании вре-
мени эти оценки стремятся друг к другу в каждой точке x \in \BbbR , значит, на больших
временах для достижения инженерной точности вместо интеграла Пуассона (2) мож-
но брать любую из оценок (11).

Перспективой развития данной работы является создание вычислительного ком-
плекса в системе компьютерной математики MATLAB с пользовательским интерфей-
сом, написанным в среде GUIDE [4], на основе развитой выше теории. Кроме того,
представляет значительный интерес минимизация функции относительной погреш-
ности приближения (13) по параметрам p\pm i (i = 1, 2, . . . , n) в области применимо-
сти прямого и обратного неравенств Гёльдера при фиксированном значении времени
t > 0 как задача многомерной оптимизации (см. [4] и ссылки там).

Двусторонние оценки (11) могут быть применены к оценке решений задач Коши
для нелинейных дифференциальных уравнений в частных производных, сводящихся
к задаче Коши (1) заменой переменных, реализующейся строго монотонной функци-
ей.

Например, рост приведённой высоты поверхности твёрдого тела с цилиндри-
ческой образующей h(x, t) описывается одномерным уравнением Кардара-Паризи-
Жанга (см. [5] и ссылки там):

\partial h

\partial t
=

1

2

\biggl( 
\partial h

\partial x

\biggr) 2

+
\partial 2h

\partial x2
. (14)

Заменой в виде монотонно возрастающей функции h = 2 \mathrm{l}\mathrm{n}(1+u) уравнение (14)
сводится к одномерному уравнению диффузии-теплопроводности (1).

Наконец, полезно распространить полученные результаты на многомерное урав-
нение теплопроводности. Однако в этом случае аналоги функций (9) будут гораздо
более разнообразными из-за того, что компактные носители функций Ui будут за-
мкнутыми областями в пространствах \BbbR m c m \geq 2.
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Abstract: In the article, to solve the Cauchy problem on a straight line for a linear
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Линейные обратные задачи для

псевдогиперболического уравнения третьего порядка

с периодическим и интегральным условиями

Садыхзаде Р.Ш., Мегралиев Я.Т.

Бакинский Государственный Университет

Аннотация: В работе исследуется обратная краевая задача с неизвестной правой
частью, зависящей от времени, для псевдогиперболического уравнения третьего
порядка с периодическим и интегральным условиями. Решая исходную обратную
краевую задачу осуществляется переход от исходной обратной задачи к некото-
рой вспомогательной задаче. При помощи принципа сжатых отображений до-
казываются существование и единственность решения вспомогательной задачи.
Далее переход к исходной обратной задаче позволяет сделать вывод о ее разре-
шимости на основе доказанной разрешимости вспомогатальной задачи.

Ключевые слова: обратная краевая задача, псевдогиперболическое уравнение тре-
тьего порядка, метод Фурье, классическое решение.

1. Введение

Задачи, в которых вместе с решением того или иного дифференциального урав-
нения надо определить также коэффициенты самого уравнения, либо же его правую
часть, в математике называют обратными задачами. Если в обратной задаче неиз-
вестными являются решение и правая часть, то такая обратная задача называется
линейной; если же неизвестными являются решение и хотя бы один из коэффициен-
тов, то обратная задача будет нелинейной.

В настоящее время обратные задачи активно развиваются и являются перспек-
тивным разделом современной математики. В последнее время они широко применя-
ются в различных областях науки. Обратные задачи для различных типов диффе-
ренциальных уравнений в частных производных изучались во многих работах. От-
метим работы А.Н. Тихонова [1], М.М. Лаврентьева [2, 3], А.М. Денисова [4], М.И.
Иванчова [5] и их последователей.

Псевдогиперболические уравнения возникают в теории нестационарного течения
вязкого газа при распространении начальных уплотнений в вязком газе [6], в теории
солитонов [7] при описании процесса движения электронов в системе «сверхпроводник-
диэлектрик с туннельной проводимостью-сверхпроводник». Разрешимость обратных
задач в различных постановках с теми или иными условиями переопределения для
псевдогиперболических уравнений была предметом исследования в работах [8-13].

2. Постановка задачи и сведение её к эквивалентной задаче.

Рассмотрим для уравнения

utt(x, t) - \alpha utxx(x, t) - \beta uxx(x, t) = a(t)g(x, t) + f(x, t) (1)
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в области DT = \{ (x, t) : 0 < x < 1, 0 \leq t \leq T\} обратную краевую задачу с начальны-
ми условиями

u(x, 0) = \phi (x), ut(x, 0) = \psi (x) (0 \leq x \leq 1), (2)

периодическим условием

u(0, t) = u(1, t) (0 \leq t \leq T ) , (3)

нелокальным интегральным условием

1\int 
0

u(x, t)dx = 0 (0 \leq t \leq T ) (4)

и дополнительным условием

u(x0, t) = h(t) (0 \leq t \leq T ) , (5)

где x0 \in (0, 1),\alpha > 0, \beta > 0 – заданные числа, f(x, t), g(x, t), \phi (x), \psi (x), h(t) – заданные
функции, а u(x, t) и a(t) – искомые функции.

Введем следущее обозначение \~C2(DT ) = \{ u(x, t) : u(x, t) \in C2(DT ) , utxx(x, t) \in C(DT )\} .

Определение 1. Пару функций \{ u(x, t), a(t)\} , u(x, t) \in \~C2( \=DT ), a(t) \in C[0, T ], удо-
влетворяющих уравнению (1) в DT , условиям (2) в [0, 1] , условиям (3)-(5) в [0, T ] ,
назовем классическим решением обратной краевой задачи (1)-(5).

Теорема 1. Пусть f(x, t) \in C( \=DT ),
1\int 
0

f(x, t)dx = 0 (0 \leq t \leq T ), g(x, t) \in C( \=DT ),

1\int 
0

g(x, t)dx = 0, (0 \leq t \leq T ), \phi (x), \psi (x) \in C[0, 1], h(t) \in C2[0, T ], g(x0, t) \not = 0 (0 \leq t \leq T ),

и выполняются условия согласования:

1\int 
0

\phi (x) dx = 0,

1\int 
0

\psi (x) dx = 0, (6)

\phi (x0) = h (0) , \psi (x0) = h\prime (0) , (7)

Таким образом задача нахождения классического решения задачи (1)-(5) экви-
валентна задаче определения функций u(x, t) \in \~C2( \=DT ) и a(t) \in C[0, T ], из соотно-
шений (1)-(3) и

ux(0, t) = ux(1, t) (0 \leq t \leq T ), (8)

h\prime \prime (t) - \alpha utxx(x0, t) - \beta uxx(x0 , t) == a(t)g(x0, t) + f(x0, t) (0 \leq t \leq T ). (9)

3. О разрешимости обратной краевой задачи.

Очевидно, что система функций

1, \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}\lambda 1x, \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\lambda 1x, ..., \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}\lambda kx, \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\lambda kx, ... (10)
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образует базис в L2(0, 1), где \lambda k = 2k\pi (k = 0, 1, ...). Из этого следует, что для каждого
решения\{ u(x, t) , a(t)\} задачи (1)-(3), (8), (9) первая компонента u(x, t) имеет вид:

u(x, t) =
\infty \sum 
k=0

u1k(t) \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}\lambda kx+
\infty \sum 
k=1

u2k(t) \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\lambda kx (\lambda k = 2\pi k) (11)

где

u10(t) =

1\int 
0

u(x, t)dx, u1k(t) = 2

1\int 
0

u(x, t) \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}\lambda kxdx (k = 1, 2, ...) ,

u2k(t) = 2

1\int 
0

u(x, t) \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\lambda kxdx (k = 1, 2, ...).

Таким образом, применяя формальную схему Фурье, из (1) и (2) имеем:

u\prime \prime 10(t) = F10(t; a) (0 \leq t \leq T ), (12)

u\prime \prime ik(t) + \alpha \lambda 2ku
\prime 
ik(t) + \beta \lambda 2kuik(t) = Fik(t; a) (i = 1, 2; k = 1, 2, ...; 0 \leq t \leq T ), (13)

u10(0) = \phi 10, u
\prime 
10(0) = \psi 10, (14)

uik(0) = \phi ik, u
\prime 
ik(0) = \psi ik (i = 1, 2; k = 1, 2, ...), (15)

где

F1k(t, u) = a(t)g1k(t) + f1k(t), (k = 0, 1, ...) , f10(t) =

1\int 
0

f(x, t)dx ,

g10(t) =

1\int 
0

g(x, t)dx , f1k(t) = 2

1\int 
0

f(x, t) \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}\lambda kxdx \phi 10 =

1\int 
0

\phi (x)dx, \psi 10 = 2

1\int 
0

\psi (x)dx ,

\phi 1k = 2

1\int 
0

\phi (x) \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}\lambda kxdx, \psi 1k = 2

1\int 
0

\psi (x) \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}\lambda kxdx (k = 1, 2, ...),

F2k(t, a) = a(t)g2k(t) + f2k(t), f2k(t) = 2

1\int 
0

f(x, t) \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\lambda kxdx,

g2k(t) = 2

1\int 
0

g(x, t) \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\lambda kxdx (k = 1, 2, ...),

\phi 2k = 2

1\int 
0

\phi (x) \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\lambda kxdx (k = 1, 2, ...) , \psi 2k = 2

1\int 
0

\psi (x) \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\lambda kxdx (k = 1, 2, ...).

Теперь предположим, что
\alpha 2\pi 2

8
 - \beta > 0 .

Решая задачу (12)-(13), находим:

u10(t) = \phi 10 + t \psi 10 +

t\int 
0

(t - \tau )F10(\tau ; a)d\tau (0 \leq t \leq T ), (16)
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uik(t) =
1

\gamma k

\biggl[ 
(\mu 2ke

\mu 1kt  - \mu 1ke
\mu 2kt)\phi ik + (e\mu 2kt  - e\mu 1kt)\psi ik+

+

t\int 
0

Fik(\tau ; a)(e
\mu 2k(t - \tau )  - e\mu 1k(t - \tau ))d\tau 

\right]  (i = 1, 2; k = 1, 2, ...), (17)

где \mu ik =  - \alpha \lambda 
2
k

2
+ ( - 1)i\lambda k

\sqrt{} 
\alpha 2\lambda 2k
4
 - \beta (i = 1, 2), \gamma k = \mu 2k  - \mu 1k = 2\lambda k

\sqrt{} 
\alpha 2\lambda 2k
4
 - \beta 

(k = 1, 2, ...).
Подставляя выражения из (16), (17) в (11), для определения компоненты u(x, t)

решения задачи (1)-(3), (8), (9) получаем:

u(x, t) = \phi 10 + t \psi 10 +

t\int 
0

(t - \tau )F10(\tau ; a)d\tau +

+
\infty \sum 
k=1

\biggl\{ 
1

\gamma k

\biggl[ 
(\mu 2ke

\mu 1kt  - \mu 1ke
\mu 2kt)\phi 1k + (e\mu 2kt  - e\mu 1kt)\psi 1k+

+

t\int 
0

F1k(\tau ; a)(e
\mu 2k(t - \tau )  - e\mu 1k(t - \tau ))d\tau 

\right]  \right\}   \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}\lambda kx+

+
\infty \sum 
k=1

\biggl\{ 
1

\gamma k

\biggl[ 
(\mu 2ke

\mu 1kt  - \mu 1ke
\mu 2kt)\phi 2k + (e\mu 2kt  - e\mu 1kt)\psi 2k+

+

t\int 
0

F2k(\tau ; a)(e
\mu 2k(t - \tau )  - e\mu 1k(t - \tau ))d\tau 

\right]  \right\}   \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\lambda kx. (18)

Из (9), с учетом (17), имеем:

a(t) = [g (x0, t)]
 - 1

\Biggl\{ 
h\prime \prime (t) - f (x0, t) - 

\infty \sum 
k=

1

\gamma k

\bigl[ 
\mu 1k\mu 2k(\mu 1ke

\mu 1kt  - \mu 2ke
\mu 2kt)\phi 1k+

+ (\mu 2
2ke

\mu 2kt  - \mu 2
1ke

\mu 1kt)\psi 1k +

t\int 
0

F2k(\tau ; a)(\mu 
2
2ke

\mu 2k(t - \tau )  - \mu 2
1ke

\mu 1k(t - \tau ))d\tau 

\right]  \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}\lambda kx0+

 - 
\infty \sum 
k=

1

\gamma k

\bigl[ 
\mu 1k\mu 2k(\mu 1ke

\mu 1kt  - \mu 2k e
\mu 2kt)\phi 2 k+ (\mu 2

2ke
\mu 2kt  - \mu 2

1ke
\mu 1kt)\psi 2k

+

t\int 
0

F2k(\tau ; a)(\mu 
2
2ke

\mu 2k(t - \tau )  - \mu 2
1ke

\mu 1k(t - \tau ))d\tau 

\right]  \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\lambda kx0. (19)

Таким образом, решение задачи (1)-(3), (8), (9) сведено к решению системы (18),
(19) относительно неизвестных функций u(x, t) и a(t).

Допустим, что данные задачи (1)-(3), (8), (9) удовлетворяют следующим услови-
ям:
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1. \alpha > 0, \beta > 0,
\alpha 2

8
 - \beta > 0 .

2. \phi (x) \in C2[0, 1], \phi \prime \prime \prime (x) \in L2(0, 1),\phi (0) = \phi (1), \phi \prime (0) = \phi \prime (1), \phi \prime \prime (0) = \phi \prime \prime (1).
3. \psi (x) \in C2[0, 1], \psi \prime \prime \prime (x) \in L2(0, 1) , \psi (0) = \psi (1), \psi \prime (0) = \psi \prime (1), \psi \prime \prime (0) = \psi \prime \prime (1).
4. f(x, t), fx(x, t), fxx(x, t) \in C(DT ), fxxx(x, t) \in L2(DT ), f(0, t) = f(1, t), fx(0, t) =

fx(1, t), fxx(0, t) = fxx(1, t) (0 \leq t \leq T ).
5. g(x, t), gx(x, t), gxx(x, t) \in C(DT ), gxxx(x, t) \in L2(DT ), g(0, t) = g(1, t), gx(0, t) =

gx(1, t), gxx(0, t) = gxx(1, t) (0 \leq t \leq T ).
6. h(t) \in C2[0, T ] , g (x0, t) \not = 0 (0 \leq t \leq T ).

Теорема 2. Пусть выполняются условия 1-6. Тогда задача (1)-(3), (8), (9) имеет
единственное решение.

Из теоремы 2 вытекает однозначная разрешимость задачи (1)-(5) в силу теоремы
1.

Теорема 3. Пусть выполняются все условия теоремы 2,

1\int 
0

f(x, t)dx = 0 ,

1\int 
0

g(x, t)dx = 0 (0 \leq t \leq T )

и выполнены условия согласования (6),(7). Тогда задача (1)-(5) имеет единственное
классическое решение.
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Linear inverse problems for third-order

pseudo-hyperbolic equation with periodic and integral

conditions

R.Sh. Sadikhzada, Y.T. Mehraliyev
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Abstract: In this paper we study an inverse boundary value problem with an unknown
time-depended right hand side for a third-order pseudo-hyperbolic equation with
periodic and integral conditions.When solving the original inverse boundary value
problem, the transition from the original inverse problem to some auxiliary inverse
problem is carried out. The existence and uniqueness of a solution to an auxiliary
problem are proved with the help of contracted mappings. Then the transition to the
original inverse problem is again made, as a result, a conclusion is made about the
solvability of the original inverse problem.

Keywords: inverse boundary value problem, third-order hyperbolic equation, Fourier
method, classical solution.
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УДК 517.93

Структурно устойчивые линейные расширения

квазипериодических потоков на торе

Сахаров А.Н.

Нижегородский государственный аграрнотехнологический университет

Аннотация: В статье рассматривается задача о геометрии областей устойчиво-
сти (неустойчивости) линейных канонических систем 2-го порядка с квазипери-
одическими коэффициентами, зависящими от параметров. Любая такая система
порождает поток, который принято называть линейным расширением квазипе-
риодического потока на торе. Основой для решения этой задачи является переход
к системе на индуцируемом проективном расслоении. Если база тор \BbbT 2, то про-
ективное расслоение трехмерный тор \BbbT 2 \times S1. В периодическом случае такой
переход приводит к системе на торе, не имеющей особых точек и ячеек Риба,
что позволяет использовать классическую теорию Пуанкаре-Данжуа. При изме-
нении паметров области устойчивости чередуются с областями неустойчивости,
которым соответствуют целочисленные значения числа вращения. Границы этих
областей представляют собой кривые в пространстве параметров, гладкость кото-
рых зависит от гладкости изучаемой системы. В квазипериодическом случае так-
же существует характеристика, аналогичная числу вращения А. Пуанкаре, – чис-
ло вращения слоя. Однако, полной аналогии с периодическим случаем здесь по-
лучить невозможно, о чем свидетельствует, например, существование неправиль-
ных по Ляпунову канонических систем. Показывается, что структурно устойчи-
вым линейным расширениям соответствуют проективные потоки, имеющие два
инвариантных нормально гиперболических тора (устойчивый и неустойчивый).
Кроме того, в системах, зависящих от параметра, интервалы постоянства числа
вращения слоя соответствуют структурно устойчивым линейным расширениям.

Ключевые слова: линейное расширение, показатели Ляпунова, проективный по-
ток, число вращения слоя, нормально гиперболическое инвариантное многообра-
зие.

1. Введение

Система
\.\varphi = \omega , \.x = A(\varphi )x, (1)

где \varphi = (\varphi 1, \varphi 2) – угловые координаты на торе \BbbT 2, x \in \BbbR 2, а матрица A(\varphi ) является
функцией на торе, определяет поток на \BbbT 2\times \BbbR 2, который называется линейным рас-
ширением потока на торе. Будем считать, что след матрицы A(\varphi ) равен нулю, т.е.
она представима в виде

A(\varphi ) = a(\varphi )

\left(   0  - 1

1 0

\right)   + b(\varphi )

\left(   0 1

1 0

\right)   + c(\varphi )

\left(   1 0

0  - 1

\right)   . (2)

Если компоненты вектора \omega = (1, \gamma ) рационально независимы, то поток на торе –
квазипериодичекский.

Рассмотрим задачу об условиях структурной устойчивости (грубости) линейно-
го расширения квазипериодического потока. Под структурной устойчивости имеется
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ввиду следующее: при фиксированном потоке на торе существует окрестность мат-
рицы A(\varphi ) такая, что все линейные расширения с матрицами из этой окрестности
послойно топологически эквивалентны.

Для каждой точки (\varphi , x) \in \BbbT 2\times \BbbR 2, x \not = 0, можно определить четыре показателя
Ляпунова траектории (1), проходящей через эту точку:

\lambda \pm s (\varphi , x) = \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m} \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
t\rightarrow \pm \infty 

t - 1 \mathrm{l}\mathrm{n} \| X t(\varphi )x\| , \lambda \pm i (\varphi , x) = \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m} \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{f}
t\rightarrow \pm \infty 

t - 1 \mathrm{l}\mathrm{n} \| X t(\varphi )x\| . (3)

Согласно спектральной теореме ( [1], теорема 3) множество всех показателей Ля-
пунова линейного расширения – спектр показателей Ляпунова, представляет собой
объединение непересекающихся замкнутых интервалов, причем четыре показателя
(3) содержатся в одном и том же спектральном интервале. В нашем случае спектр
либо \{  - \beta , \beta \} , либо [ - \beta , \beta ], либо \{ 0\} [2]. Эти свойства спектра позволяют ввести
следующую классификацию двумерных линейных расширений квазипериодических
потоков на торе.

Определение 1. Линейное расширение называется
1) равномерно гиперболическим, если его спектр \{  - \beta , \beta \} ;
2) эллиптическим, если спектр \{ 0\} и все решения (1) ограничены;
3) параболическим, если спектр \{ 0\} и есть как ограниченные, так и неограни-

ченные решения (1);
4) неравномерно гиперболическим, если спектр невырожденный интервал [ - \beta , \beta ].

Неравномерно гиперболические квазипериодические системы (неправильные по
Ляпунову) были открыты В.М. Миллионщиковым [3]. Таким образом, динамика ли-
нейных расширений над квазипериодическим потоком существенно отличается от
периодического случая. Предположение о том, что структурно устойчивость экви-
валентна равномерной гиперболичности требует дополнительного обоснования. Для
этого сведем задачу к изучению динамики индуцируемого проективного потока. Пе-
рейдем от однородных координат к аффинным: w =

x2
x1
, в результате чего получим

систему
\.\varphi = \omega , \.w = (a(\varphi ) - b(\varphi ))w2  - 2c(\varphi )w + a(\varphi ) + b(\varphi ). (4)

Эта система определяет проективный поток, индуцируемый линейной системой.

Компактификация фазового пространства системы (4) с помощью замены w = \mathrm{t}\mathrm{g}
\theta 

2
( - \pi \leq \theta \leq \pi ) преобразует еe в систему на трехмерном торе \BbbT 3:1

\.\varphi = \omega , \.\theta = 2a(\varphi ) + 2b(\varphi ) \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} \theta  - 2c(\varphi ) \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} \theta , (5)

где (\varphi , \theta ) – угловые координаты на торе \BbbT 3. Проективный поток описывает угловую
эволюцию решений системы (1). Его можно рассматривать как поток на расслое-
нии \BbbT 2 \times S1 с квазипериодическим потоком на базе \BbbT 2. Также очевидно, что между
системами вида (1) и (5) существует взаимно однозначное соответствие.

Количество публикаций, посвященных динамикe линейных расширений над ква-
зипериодическими потоками, необозримо. Мы обратим внимание на работы, непо-
средственно касающиеся областей устойчивости системы (1). Например, в работе Х.
Брура и К. Симо [4] рассматривается уравнение Хилла с двумя параметрами \alpha и \beta 

\"x+ (\alpha 2 + \beta p(t))x = 0
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и квазипериодической функцией p(t) = \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} t+ \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} \gamma t, где \gamma =

\surd 
5 + 1

2
. Это уравнение

эквивалентно системе

\.\varphi = (1, \gamma ), \.x =

\left(   0 1

 - \alpha 2  - \beta p(\varphi ) 0

\right)   x. (6)

Cоответственно система на трехмерном торе выглядит так

\.\varphi = (1, \gamma ), \.\theta = 1 + \alpha 2 + \beta (\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}\varphi 1 + \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}\varphi 2) + (\alpha 2 + \beta (\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}\varphi 1 + \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}\varphi 2) - 1) \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} \theta (7)

Известно, что система (1) всегда может быть приведена линейным преобразо-
ванием к так называемой резонансной нормальной форме такой, что матрица ко-
эффициентов не зависит от \varphi . Это преобразование, представляет собой ряд Фурье,
который не всегда является сходящимся. В работе [4] метод нормальной формы ис-
пользуется при малых значениях параметра \beta . Для больших \beta в этой работе строит-
ся приближенная матрица монодромии, собственные значения которой определяют
области гиперболичности1 системы (1) в пространстве параметров. Результатом чис-
ленного моделирования является также гипотеза о том, что при достаточно малых
значениях \beta области неустойчивости отделяются друг от друга областями, в которых
показатель Ляпунова равен нулю. Мы будем использовать систему (7) для иллюстра-
ции некоторых конструкций теории, излагаемой ниже.

2. Свойства проективного потока

Свойства потока на на расслоении \BbbT 2 \times S1 полностью определяют динамику ли-
нейного расширения.

Пусть \theta (t, \varphi 0, \theta 0) – решение (5) c начальными значениями (\varphi 0, \theta 0). Существует
предел

\varrho = \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
t\rightarrow \infty 

\theta (t, \varphi 0, \theta 0)

t
,

который называется числом вращения слоя. Этот предел не зависит от начальных
данных и является непрерывной функцией параметров системы [5].

Любой поток на торе имеет минимальные множества. В данном случае проектив-
ный поток сохраняет двойное отношение2, что позволяет оценить число минималь-
ных множеств: поток, порождаемый (5) имеет либо одно минимальное множество,
либо два, либо тор \BbbT 3 представляет собой несчетное объединение минимальных мно-
жеств [1, теорема 8].

Введем еще одно понятие, играющее существенную роль при изучении линейных
расширений.

Определение 2. Резонансом называется равенство

\langle k, \omega \rangle + l\varrho = 0(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} 1), (k, l) \in \BbbZ 3.

1Острова неустойчивости по терминологии статьи [4].
2Пусть x, y \in \BbbR 2, \{ x, y\} матрица, составленная из вектор-столбцов x и y. Тогда, если x, y, z, w – четыре

различных вектора, то величина
\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{t}\{ x, y\} 
\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{t}\{ z, w\} \cdot \mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{t}\{ x,w\} 

\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{t}\{ z, y\} 
называется двойным отношением.
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Рис. 1. Число вращения слоя системы (7) при b = 0.3 и a \in [0, 1] слева, при a \in [0.1, 0.4] cправа.

В нащем случае резонансы существуют только при l \not = 0, поэтому соответствую-
щие значения \varrho будем называть резонансными. В разделе 3 мы покажем, что резо-
нансным значениям \varrho могут соответствовать области неустойчивости линейных рас-
ширений. Обнаружить существование резонансов можно вычисляя число вращения
слоя (рис. 1). Ступеньки соответствуют резонансным значениям \varrho . Однако, числен-
ные эксперименты показывают, что не всякому резонансному значению соответствует
ступенька. Введем следующее определение.

Определение 3. Говорят, что интервал (\alpha , \beta ) является интервалом захвата фа-
зы1 для проективного потока, зависящего от параметров, если его число вращения
постоянно на этом интервале.

Для потока на торе \BbbT 2 критерием захвата фазы является отсутствие послойной
эквивалентности потока линейному

\.\varphi = 1, \.\theta = \varrho ,

где \varrho – рациональное число [6]. Мы покажем ниже, что в рассматриваемой ситуации
критерием захвата фазы является гиперболичность линейного расширения.

Показатели Ляпунова линейного расширения, порождаемого системой (1), вы-
числяются по формуле

\lambda \pm (\varphi 0, \theta 0) = \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
t\rightarrow \pm \infty 

1

t

t\int 
0

(2c(\omega t+ \varphi 0) \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} \theta (s, \varphi 0, \theta 0) + 2b(\omega t+ \varphi 0) \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} \theta (s, \varphi 0, \theta 0))ds, (8)

которая является следствием представления решения нетривиального уравнения си-
стемы в вариациях для траектории \theta (t, \varphi 0, \theta 0).

1Захват фазы – явление, состоящее в том, что автоколебательная система при воздействии на неё пери-
одически изменяющейся по времени внешней силы совершает колебания не с частотой автоколебаний, а с
частотой внешнего воздействия для некоторого ограниченного диапазона частотных расстроек, называемых
полосой захвата.
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3. Формулировка результатов

Мы сформулируем теорему о свойствах проективного потока на трехмерном торе,
являющейся обобщением так называемой «Gap Labeling Theorem» Р. Джонсона и Ю.
Мозера [7].

Теорема 1. Линейное расширение квазипериодического потока на торе структурно
устойчиво тогда и только тогда, когда

1) линейное расширение равномерно гиперболично;
2) неблуждающее множество проективного потока состоит из двух инвари-

антных торов (экспоненциально устойчивого и неустойчивого), являюшихся конечно-
кратным накрытием базы;

3) число вращения слоя резонансное и принадлежит некоторому интервалу за-
хвата фазы.

Доказательство этого результата является применением общих результатов тео-
рии проективных потоков Дж. Селгрейда [8].
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Structurally stable linear extensions quasi-periodic

flows on the torus

A.N. Sakharov

Nizhny Novgorod State Agrarian and Technological University

Abstract: The paper considers the problem of the geometry of the regions of stability
(instability) of linear canonical systems of the 2nd order with quasi-periodic coefficients
depending on the parameters. Any such system generates a flow, which is usually
called a linear extension of a quasi-periodic flow on a torus. The basis for solving
this problem is the transition to a system on an induced projective bundle. If the
base torus is \BbbT 2, then the projective bundle three-dimensional torus \BbbT 2 \times S1. In the
periodic case, such a transition leads to a system on the torus that does not have
singular points and Reeb cells, which makes it possible to use the classical theory
Poincaré-Denjoy. When changing the parameters, the stability regions alternate with
the instability regions, which correspond to integer rotation number values. The
boundaries of these regions are curves in the parameter space, the smoothness of which
depends on the smoothness the system under study. In the quasi-periodic case, there
is also a characteristic similar to A. Poincaré’s rotation number: fiber rotation number.
However, it is impossible to obtain a complete analogy with the periodic case here, as
evidenced, for example, by the existence of Lyapunov’s wrong canonical systems. It is
shown that structurally stable linear extensions correspond to projective flows having
two invariant normally hyperbolic torus (stable and unstable). Moreover, in systems
depending on the parameter, the intervals of constancy of the rotation number of the
layer correspond to structurally stable linear extensions.

Keywords: linear extension, Lyapunov exponents, projective flow, fiber rotation number,
normally hyperbolic invariant manifold.
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УДК 517.91

Подходы для повышения порядка аппроксимации

метода гидродинамика сглаженных частиц (SPH) на

гладких решениях*

Стояновская О.П., Григорьев В.В., Савватеева Т.А.

Институт гидродинамики им. М.А. Лаврентьева СО РАН

Аннотация: В работе обсуждаются подходы для повышения порядка аппрокси-
мации метода гидродинамика сглаженных частиц (Smoothed Particle Hydrodyna-
mics, SPH) на гладких решениях. Приводится численное решение задачи о дви-
жении поршня в газе, показываются проблемы при сопряжении в SPH методов
второго и более высоких порядков с граничными условиями газ-твердая стенка.

Ключевые слова: гидродинамика сглаженных частиц, SPH, Smoothed Particle
Hydrodynamics, методы 4 порядка, задача о движении поршня в газе.

1. Введение

Гидродинамика сглаженных частиц (Smoothed Particle Hydrodynamics, SPH) пред-
ставляет собой численный метод аппроксимации нестационарных уравнений в част-
ных производных [6]. Основу метода составляет способ вычисления пространствен-
ных производных от функции, значения которой заданы в подвижных нерегулярно
расположенных в пространстве узлах – лагранжевых частицах. Для аппроксимации
уравнений по значениям функции, известной в узлах, строится гладкая интерпо-
лирующая функция с помощью ядра (функции радиального базиса), носитель ко-
торого охватывает несколько соседних частиц. Такой способ интерполяции означает,
что пространственное разрешение метода (точность интерполирования и вычисления
производных от интерполянта) определяется независимыми параметрами – размером
ядра h и расстоянием между модельными частицами \Delta x, а также видом ядра.

В настоящее время численные модели механики сплошных сред на основе SPH
интенсивно развиваются. Об этом свидетельствует большое количество научных пуб-
ликаций, посвященных SPH, а также появление новых свободно-распространяемых
кодов для исследовательских и инженерных расчетов на основе этого метода SPHinXsys
[1], Phantom [2], или новых версий давно развиваемых кодов DualPhysics [3], Gadget
[4]. Обзор современных достижений в SPH и нерешенных проблем для этого метода
можно найти, например, в [5].

2. Подходы к повышению порядка метода SPH

2.1. По радиусу сглаживания – использование немонотонных ядер

В [5] обсуждается проблема конструирования методов высокого порядка на осно-
ве SPH и длительное время существовавший «барьер второго порядка». Суть «барье-
ра второго порядка» состоит в невозможности занулить члены погрешности метода

*Исследование проведено за счет проекта РНФ 23-11-00142 https://rscf.ru/project/23-11-00142/
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старше второго порядка при использовании классических знакоопределенных ядер в
SPH. Под классическими ядрами будем пониматьW (\varphi ) – положительную финитную
функцию радиального базиса (значение функции зависит только от расстояния до
нуля), монотонно убывающую от 0, нормированную, т. е.

+\infty \int 
 - \infty 

W (\varphi )d\varphi = 1, (1)

и такова, что ее преобразование Фурье F (kH)W (\varphi ) имеет следующие свойства

\diamond \forall kH 0 < F (kH)W (\varphi ) <
2\surd 
2\pi 
,

\diamond \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
kH\rightarrow 0

F (kH)W (\varphi ) =
1\surd 
2\pi 

+ o((kH)2).

При использовании классических ядер SPH имеет второй порядок аппроксима-
ции на гладких решениях по H-радиусу сглаживания. Для повышения порядка до 4
разработчики метода SPH [6] предложили сконструировать немонотонную функцию
радиального базисаW\ast (\varphi ) = (A+B\varphi 2)W (\varphi ), где A,B – константы, удовлетворяющие
системе

+\infty \int 
 - \infty 

(A+B\varphi 2)W (\varphi )d\varphi = 1,

+\infty \int 
 - \infty 

(A+B\varphi 2)\varphi 2W (\varphi )d\varphi = 0. (2)

Так группа в Университете Манчестера, Великобритания, занимающаяся разви-
тием идеи знакопеременных ядер высокого порядка аппроксимации при моделиро-
вании динамики несжимаемой жидкости на практике показали 4 порядок аппрокси-
мации [7, 8] для ядер, сконструированных на основе этой идеи.

Представленный подход можно расширять на многомерный случай, а также ис-
кать большее количество констант, зануляя большее количество интегралов из (2)

+\infty \int 
 - \infty 

(A0 + A2\varphi 
2 + ...A2n\varphi 

2n)\varphi 0W (\varphi )d\varphi = 1, (3)

+\infty \int 
 - \infty 

(A0+A2\varphi 
2+ ...A2n\varphi 

2n)\varphi 2W (\varphi )d\varphi = 0, ...,

+\infty \int 
 - \infty 

(A0+A2\varphi 
2+ ...A2n\varphi 

2n)\varphi 2nW (\varphi )d\varphi = 0.

(4)
Предполагается, что это очень дешевый и простой способ повысить порядок ап-

проксимации SPH на гладких решениях путем замены ядра W (\varphi ) на ядро

WHn(\varphi ) = (A0 + A2\varphi 
2 + ...A2n\varphi 

2n)\varphi 2nW (\varphi ).

2.2. По количеству модельных частиц – использование ядер, имеющих бо-

лее двух гладких производных

В работе [10] показано, что порядок аппроксимации решения по количеству сосе-
дей определяется гладкостью (количеством непрерывных производных) ядра метода.
Этот результат был получен теоретически и практически.
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Для теоретического обоснования применялся дисперсионный анализ. Путем чис-
ленного анализа дисперсионного соотношения показано, что погрешность вычисле-
ния фазовой скорости волн в SPH немонотонно зависит от расстояния между мо-
дельными частицами. Эта зависимость имеет осциллирующий характер, причем ам-

плитуда осцилляций убывает пропорционально величине

\biggl( 
\Delta x

H

\biggr) \alpha 
, где \alpha – гладкость

ядра. Немонотонная зависимость погрешности затрудняет практическое исследова-
ние скорости сходимости метода.

На практике сходимость метода SPH изучена на бесконечно-гладком решении
задачи о распространении монохроматической звуковой волны в газе. В вычисли-
тельных экспериментах показано, что теоретическая погрешность фазовой скорости
движения волн пропорциональна погрешности скорости в базовых физических пе-
ременных. Для ядер, представляющих собой полиномы Вендланда гладкости 2 и 4
показана сходимость численного решения к аналитическому со скоростью 2 и 4 со-
ответственно.

3. Вычислительные эксперименты

В настоящей работе мы расширяем систему тестов для изучения порядка аппрок-
симации SPH. Чтобы иметь возможность количественно оценить ошибки, возника-
ющие при аппроксимации граничных условий газ-твердая стенка (в том числе при
использовании осциллирующих ядер), будем решать одномерную задачу о движении
поршня в газе.

Пусть бесконечная труба имеет непроницаемую перегородку, справа от перего-

родки находится покоящийся политпропный газ с \gamma =
4

3
. Перегородка (поршень)

двигается по заданному закону (см. решение задачи 4.8 стр. 90 в [11])

x = X(t) =  - 2c0
\gamma  - 1

t+
\gamma + 1

\gamma  - 1
L

\biggl( \Bigl( 
1 +

c0
L
t
\Bigr) 2

\gamma +1  - 1

\biggr) 
, (5)

где c0 — скорость звука в покоящемся газе, L > 0 — постоянная (характерный линей-
ный размер), \gamma — показатель политропы. Тогда параметры газа в трубе описываются
с течением времени так:

c(x, t) = c0 +
\gamma  - 1

2
u(x, t), (6)

u(x, t) =

\left\{   0, c0t \leq x <\infty ,
2c0
\gamma + 1

x - c0t
c0t+ L

, X(t) < x < c0t.
(7)

\rho (x, t) = \rho 0

\biggl( 
c(x, t)

c0

\biggr) 2/(\gamma  - 1)

, p(x, t) =
\rho c2

\gamma 
=
\rho 0c

2\gamma /(\gamma  - 1)

\gamma c
2/(\gamma  - 1)
0

. (8)

Численное решение задачи (36), (43), (44) из [12] с использованием схемы приве-
дено на рис. 1-2. Счетные параметры представлены на самом рисунке.

Граничным частицам (отстоят от поршня не более, чем на 2.1 H за поршнем
и 2 H перед поршнем) предписывается скорость, плотность и внутренняя энергия,
определяемая аналитическим решением (данный способ не может быть применим
при решении немодельных задач, но выбран для минимизации ошибки, вносимой
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Рис. 1. Решение задачи о выдвижении поршня из газа: численное и аналитическое решение
задачи в момент времени T=0.5. Вертикальная синяя линия – положение поршня.

Рис. 2. Решение задачи о выдвижении поршня из газа: абсолютная погрешность решения.
Вертикальная синяя линия – положение поршня.

аппроксимацией граничных условий), перемещения частиц рассчитываются согласно
предписанной скорости.

Видно, что максимум погрешности наблюдается на границе волны разрежения и
невозмущенного газа. Это точка, в которой решение терпит слабый разрыв. Мы убе-
дились, что по погрешностям в этой точке будет получаться первый порядок аппрок-
симации схемы по H. Кроме того, видно, что даже при использовании аналитических
значений макропараметров граничных частиц, от границы поршня в сторону невоз-
мущенного газа идут колебания периода порядка 2 H. Эти колебания нарастают по
амплитуде и, по-видимому, носят счетный характер.

4. Предварительные выводы и планы

В работе приведены подходы для повышения порядка аппроксимации SPH на
гладких решениях. Приведены результаты численного решения задачи о движении
поршня методом SPH. Показано, что нерешенной проблемой является способ ап-
проксимации граничных условий. Мы предполагаем, что если удастся преодолеть
счетную генерацию коротких волн от стенки, то в области волны разрежения можно
будет наблюдать высокий порядок аппроксимации SPH при использовании немоно-
тонных ядер повышенной гладкости. В этом случае задача о движении поршня будет
одним из базовых тестов определения порядка аппроксимации метода. Кроме того,
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отметим, что решение о разлете неизэнтропического газа в вакуум, не содержащее
слабого разрыва внутри расчетной области (для газопылевой среды такое решение
приведено в [12]), по-видимому, является одним из наиболее простых решений (кро-
ме звуковых волн), на котором можно будет непосредственно наблюдать высокий
порядок аппроксимации SPH.

Литература

1. https://www.sphinxsys.org/

2. https://phantomsph.bitbucket.io/

3. https://dual.sphysics.org/

4. https://wwwmpa.mpa-garching.mpg.de/gadget/

5. Vacondio, R., Altomare, C., De Leffe, M. et al. Grand challenges for Smoothed
Particle Hydrodynamics numerical schemes. Comp. Part. Mech. 8, P. 575–588
(2021). URL:https://doi.org/10.1007/s40571-020-00354-1

6. Monaghan, J.J. Smoothed Particle Hydrodynamics. Annual Review of Astronomy
and Astrophysics,1992. P. 543-574.
http://dx.doi.org/10.1146/annurev.aa.30.090192.002551

7. Lind S.J., Stansby P.K. High-order Eulerian incompressible smoothed particle
hydrodynamics with transition to Lagrangian free-surface motion. J. Comp. Phys.
2006. P. 290–311. (doi:10.1016/j.jcp.2016.08.047)

8. Nasar A.M.A., Fourtakas G., Lind S.J., King J.R.C., Rogers B.D., Stansby P.K.
High-order consistent SPH with the pressure projection method in 2-D and 3-D
Journal of Computational Physics. Volume 444, 1 November 2021, 110563 p.

9. Stoyanovskaya O., Lisitsa, V., Anoshin S., Markelova T. Dispersion Analysis of
Smoothed Particle Hydrodynamics to Study Convergence and Numerical
Phenomena at Coarse Resolution. 2022, Computational Science and Its Applications
- ICCSA 2022 - 22nd International Conference, Proceedings.

10. Stoyanovskaya O., Lisitsa V., Anoshin S., Markelova T., Savvateeva T.A. Dispersion
Analysis of Smoothed Particle Hydrodynamics as a way to understand its order of
approximation. Submitted to Journal of Computational and Applied Mathematics.

11. Меньщиков В.М., Тешуков В.М. Газовая динамика. Задачи и упражнения //
Новосибирск, Издательство НГУ, 2012. 134 с. URL:
http://parallels.nsu.ru/ efomenko/mss/Chesnokov.pdf

12. Stoyanovskaya O.P., Grigoryev V.V., Suslenkova A.N., Davydov M.N., Snytnikov
N.V. Two-Phase Gas and Dust Free Expansion: Three-Dimensional Benchmark
Problem for CFD Codes. Fluids 2022, 7, 51 p. URL:
https://doi.org/10.3390/fluids7020051

224



XVI Международная научная конференция

«Дифференциальные уравнения и их приложения в математическом моделировании»

Саранск, 17-20 августа 2023 года

MSC 34D20

Approaches for increasing the order of approximation

of the Smoothed Particle Hydrodynamics (SPH)

method on smooth solutions

O.P. Stoyanovskaya, V.V. Grigoryev, T.A. Savvateeva

Lavrentiev Institute of Hydrodynamics SB RAS

Abstract: The paper discusses approaches for increasing the order of approximation
of the Smoothed Particle Hydrodynamics (SPH) method on smooth solutions. A
numerical solution of the problem of piston motion in a gas is presented, problems
are shown when conjugating second and higher order methods in SPH with gas-solid
wall boundary conditions.
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Задача о термодинамическом взаимодействии слоя

частиц с параллельной плоскостью

Сыромясов А.О., Еделева Ю.П.

Национальный исследовательский Мордовский государственный университет

Аннотация: Ставится задача о взаимодействии слоя редко расположенных иден-
тичных сферических частиц с плоскостью в присутствии неоднородного темпе-
ратурного поля. Особое внимание уделяется случаю, когда невозмущенный гра-
диент температуры постоянен и перпендикулярен плоскости, которая облада-
ет постоянной температурой. Обсуждается подход к определению эффективной
теплопроводности слоя частиц. Указаны варианты уточнения условий исходной
задачи.

Ключевые слова: термодинамическое взаимодействие, эффективная теплопро-
водность, мультипольное разложение, фиктивная частица.

1. Общая постановка проблемы

В работе рассматривается неподвижная сплошная среда с теплопроводностью
\kappa f , заполняющая полупространство, ограниченное плоскостьюW . Для удобства вво-
дится декартова прямоугольная система координат Ox1x2x3, так что W совпадает
с плоскостью Ox1x2, а полупространство описывается неравенством x3 > 0; здесь и
далее вектор \vec{}x = (x1, x2, x3) задает произвольную точку среды.

Область S = \{ \vec{}x | h1 \leq x3 \leq h2\} может содержать инородные сферические ча-
стицы \Omega 1, \Omega 2, . . .. Для простоты считается, что свойства всех частиц одинаковы: их
теплопроводность равна \kappa p, а радиус – a. Количество частиц, вообще говоря, может
быть бесконечным; центр \Omega k расположен в точке с радиус-вектором \vec{}rk.

Подобные системы могут возникать в различных технологических процессах, в
которых слои частиц взвеси вытягиваются вдоль поверхностей сосудов или труб,
содержащих дисперсную среду. Соответственно, практический интерес представляет
следующий вопрос: как упомянутый слой взвеси может исказить существующее в
сплошной среде распределение температуры? Далее, можно ли рассматривать этот
слой не как дисперсный, а как однородный, приписав ему некоторую эффективную
теплопроводность?

Пусть поведение температуры среды Tf на плоскости W и в отдалении от S
известно и является стационарным:

Tf (\vec{}x)\rightarrow T\infty (\vec{}x), x3 \rightarrow \infty . (1)

Исходя из вышесказанного, можно сделать вывод, что вне частиц температура
удовлетворяет линейному стационарному уравнению теплопроводности:

\Delta xTf = 0; (2)

здесь \Delta x – оператор Лапласа, вычисляемый по координатам вектора \vec{}x. Аналогично,
внутри каждой из частиц справедливо уравнение

\Delta yTp = 0, (3)
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где Tp – температура внутри \Omega k, а вектор \vec{}y = \vec{}x - \vec{}rk откладывается от центра \Omega k.
На поверхности сфер \partial \Omega k выполняются стандартные условия непрерывности тем-

пературы и теплового потока [1]:

Tf = Tp, \kappa f
\partial Tf
\partial n

= \kappa p
\partial Tp
\partial n

, \vec{}x \in \partial \Omega k, (4)

где \partial /\partial n есть производная в направлении внешней нормали к поверхности.
Помимо этого, Tp не имеет особенностей внутри частиц:

| Tp(\vec{}y)| <\infty , \forall \vec{}y \in \Omega k. (5)

2. Система «плоскость плюс одиночная частица»

Если инородные включения внутри S располагаются редко, то для определения
общего искажения температурного поля следует предварительно решить задачу о
термодинамическом взаимодействии плоскости и единственной частицы.

Известны различные подходы к описанию систем такого рода. В частности, вза-
имодействие сферы и плоскости может быть описано переходом в цилиндрическую
систему координат [2] или методом отражений [3, 4]. В настоящей работе приме-
няется метод мультипольного разложения [5]. Этот подход сочетается с введением
фиктивной частицы M , взаимодействие с которой равносильно взаимодействию \Omega и
плоскости W .

Итак, будем рассматривать частицу \Omega с центром в точке \vec{}r = (0, 0, h), где h > a.
Предположим, что невозмущенная температура в (1) имеет вид

T\infty (\vec{}x) = Tw + T3x3, (6)

т. е. в полупространстве, занятом сплошной средой, невозмущенный градиент темпе-
ратуры перпендикулярен ограничивающей плоскости и постоянен. Кроме того, пусть
на W задана постоянная температура

Tf

\bigm| \bigm| \bigm| 
W

= Tw; (7)

это условие согласуется с (6).
Введем в рассмотрение сферу M , расположенную симметрично \Omega относительно

W и идентичную \Omega по свойствам; тем самым, перейдем от полупространства x3 \geq 0 к
пространству \BbbR 3, в котором задана та же невозмущенная температура T\infty (\vec{}x). Пусть
на поверхности \partial M заданы граничные условия, аналогичные (4).

Температуру вне частиц можно представить следующим образом:

Tf (\vec{}x) = T\infty (\vec{}x) +Hext
3 (\Omega )L3(\vec{}x - \vec{}r) + F ext

33 (\Omega )L33(\vec{}x - \vec{}r) + . . .+
(8)

+Hext
3 (M)L3(\vec{}x+ \vec{}r) + F ext

33 (M)L33(\vec{}x+ \vec{}r) + . . . ,

а внутри \Omega – в виде

Tp(\vec{}y) = T\infty (\vec{}r) + Aint0 (\Omega )L0(\vec{}y)| \vec{}y| +H int
3 (\Omega )L3(\vec{}y)| \vec{}y| 3 + F int

33 (\Omega )L33(\vec{}y)| \vec{}y| 5 + . . . (9)

Здесь

L0(\vec{}x) =
1

| \vec{}x| 
, Li\cdot \cdot \cdot j(\vec{}x) =

\partial 

\partial xi
\cdot \cdot \cdot \partial 

\partial xj
L0(\vec{}x),
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коэффициенты Hext
3 (\Omega ), F ext

33 (\Omega ), . . . не зависят от \vec{}x и \vec{}y.
Функции (8) и (9) удовлетворяют соотношениям (1)–(3) и (5). При \nabla T\infty , пер-

пендикулярном W , подбор специальных соотношений между Hext
3 (\Omega ), F ext

33 (\Omega ), . . ., с
одной стороны, иHext

3 (M), F ext
33 (M), . . ., с другой стороны, позволяет выполнить усло-

вие (7).
Остается найти Hext

3 (\Omega ), F ext
33 (\Omega ), . . . и Aint0 (\Omega ), H int

3 (\Omega ), F33(\Omega ), . . .. Для этого вы-
ражения (8) и (9) подставляются в граничные условия (4), а полученные равенства

раскладываются по параметру
a

h
< 1. После определения коэффициентов этого раз-

ложения задачу о термодинамическом взаимодействии одиночной сферы с плоско-
стью можно считать решенной.

3. Эффективная теплопроводность слоя частиц

Для ответа на основной вопрос исследования (об эффективных свойствах слоя
частиц) необходимо выполнить осреднение полученного поля Tf (\vec{}x) по \vec{}rk, учитывая,
что горизонтальные компоненты этих векторов в общем случае отличны от нуля.

Существенную роль в этом должна играть дополнительная информация о распо-
ложении частиц: их центры могут быть распределены внутри слоя S случайным об-
разом или образовывать периодическую решетку. В первом случае необходимо знать
плотность распределения \vec{}rk, а во втором – тип решетки (кубическая, гексагональная
и т. д.) и ее шаг.

Результаты осреднения следует сравнить с решением задачи о прохождении тем-
пературного поля вида (6) через слой S, заполненный однородной средой с тепло-
проводностью \kappa \ast \not = \kappa f . Итогом такого сравнения будет зависимость \kappa \ast (\phi ), где \phi –
объемная доля частиц взвеси в слое.

4. Варианты уточнения условий задачи

Постановка рассмотренной выше задачи может быть уточнена и дополнена не-
сколькими способами.

Во-первых, можно рассмотреть случай, когда невозмущенный градиент темпера-
туры направлен не поперек плоскости W и слоя S, а вдоль них, т. е. T\infty описывается
не уравнением (6), а равенством вида T\infty = T1x1; при этом условие (7) также необ-
ходимо будет изменить.

Во-вторых, условие (7), в котором температура плоскости считается известной,
можно заменить на условие вида (4); тем самым, будет учтено «проникновение»
температурного поля за пределы ограничивающей плоскости W . Это потребует при-
писать полупространству x3 < 0 некую теплопроводность, отличную от \kappa f (в против-
ном случае получится задача о частицах в неограниченном пространстве). Очевидно,
условие на бесконечности при этом придется уточнить, а параметры фиктивной ча-
стицы – пересмотреть.

Наконец, в-третьих, можно учесть термодинамическое взаимодействие инород-
ных частиц не только с плоскостью, но и друг с другом. Это потребует пропорцио-
нального увеличения количества фиктивных частиц. Кроме того, придется ввести в
рассмотрение плотность условного парного распределения частиц рядом друг с дру-
гом, подобно тому, как это было сделано в [6] при вычислении эффективной вязкости
суспензии.
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УДК 519.6

К вопросу о применении технологии OpenMP для

численного решения интегральных уравнений

Тарасов Д.В., Лапкин В.В.

Пензенский государственный университет

Аннотация: В статье исследована целесообразность применения технологии па-
раллельного программирования OpenMP для реализации различных способов
численного решения интегральных уравнений. В качестве методов решения ин-
тегральных уравнений были выбраны методы имеющие разную вычислительную
сложность: метод коллокации и метод конечных элементов. В работе представ-
лены результаты замера времени при выполнении параллелизма как отдельных
этапов решения (вычисление интегралов по квадратурным формулам, решения
системы линейных алгебраических уравнений), так и для задачи в целом.

Ключевые слова: технология OpenMP, интегральные уравнения, параллельные
вычисления.

1. Введение

Реализация численных методов нередко требует задействовать достаточно боль-
шое количество ресурсов ЭВМ, что негативно сказывается на времени выполнения
программы. Если же реализуемый алгоритм не требователен к объему оперативной
памяти, а предполагает лишь выполнения большого числа арифметических опера-
ций, то в этой ситуации удобно использовать многопроцессорные вычислительные
системы с общей памятью. На сегодня под данные параметры подходят даже до-
машние ПК, оснащённые многоядерными процессорами, в которых каждое из ядер
представляет собой независимое функционирующее вычислительное устройство.

В настоящее время существует много технологий которые позволяют достаточно
легко организовать параллельные вычисления, одна из самых популярных на теку-
щей момент это OpenMP – открытый стандарт для распараллеливания программ
на языках C, C++ и Фортран. Даёт описание совокупности директив компилято-
ра, библиотечных процедур и переменных окружения, которые предназначены для
программирования многопоточных приложений на многопроцессорных системах с
общей памятью [1].

2. Применимость технологии OpenMP для решения интеграль-
ного уравнения

К разработке параллельной программы, реализующей решение интегральных
уравнений, стоит приступать только после написания последовательной программы
для однопроцессорной вычислительной системы. И затем уже, в случае, когда вре-
мя выполнения или другие вычислительные ресурсы оказываются приоритетными,
следует переходить к параллельным вычислениям. Применение OpenMP на языках
С/С++ сводится к добавлению в уже в написанную программу директив процессора,
которые обрабатываются до начала компиляции программы.
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Конечно, распараллелить можно не все алгоритмы, а лишь те, которые содержат
многопотоковые участки, например, циклы.

Решение интегральных уравнений численными методами предполагает сведе-
ние последних к аппроксимирующей системе линейных алгебраических уравнений
(СЛАУ). При этом нахождение элементов расширенной матрицы этой СЛАУ, как
правило, требует нахождение интегралов или сумм. Таким образом, можно выде-
лить следующие этапы для последующей параллельной реализации:

1) вычислительная схема решения интегрального уравнения, приводящая к СЛАУ.
В частности, вычисление интегралов или сумм, составляющих коэффициенты дан-
ной СЛАУ;

2) решение аппроксимирующей СЛАУ.
Все представленные этапы решения в программной реализации будут содержать

циклы, а значит и могут быть подвергнуть параллелизму. Рассмотрим все указан-
ные этапы на примере решения интегрального уравнения методом коллокаций (как
более простой вычислительной схеме) и методом конечных элементов (который со-
держит заметно большее число вычислений), и проанализируем временные затраты
при использовании библиотеки OpenMP.

Этап «Вычисление коэффициентов аппроксимирующей СЛАУ». В ме-
тоде коллокации коэффициенты СЛАУ определяются как значения определенных
интегралов. Подчеркнем, что если они не является особыми, то в большинстве слу-
чаев для его вычисления достаточно применения формулы прямоугольников. Парал-
лельная реализация формулы прямоугольников с применение технологии OpenMP
к нахождению коэффициентов аппроксимирующей СЛАУ (например, в методе кол-
локаций) представлена на рис. 1 [2], а результаты замера времени – в табл. 1.

Рис. 1. Параллельная реализация метода прямоугольников с использованием технологии OpenMP

Для обозначения параллельных участков кода используется директива \#pragma
omp parallel. Директива \#pragma omp for служит для распределения итерации
цикла между потоками; параметр директивы shared сообщает потокам что пере-
менные, описанные данной директивой являются общими для всех потоков. Кроме
того, параллелизм достигается за счет коллективной операции «+» и происходит при
помощи параметра reduction директивы for.

В случае, когда вычисление коэффициентов аппроксимирующей СЛАУ сводит-
ся к вычислению двойных интегралов (например, решение интегральных уравнений
методом конечных элементов), то их можно вычислить с помощью метода Симпсо-
на. Для этого область интегрирования делится на элементарные прямоугольники. А
параллелизм будем строить по циклу, выполняющему суммирование всех значений
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Таблица 1. Время вычисления интеграла с помощью формулы прямоугольников

Узлы разбиения n Время расчёта на одном ядре, с Время расчёта на двух ядрах, с

10 0.00015 0.0011

50 0.014 0.032

100 0.093 0.1

500 9.21 5.23

1000 73.35 54.39

по каждому такому элементарному прямоугольнику, где работает формула:

b\int 
a

d\int 
c

f(x, y)dxdy \approx (b - a)(d - c)
9

\biggl( 
f(a, c) + f(a, d) + f(b, c) + f(b, d) + 4f

\biggl[ \biggl( 
a,
c+ d

2

\biggr) 
+

+ f

\biggl( 
b,
c+ d

2

\biggr) 
+ f

\biggl( 
a+ b

2
, c

\biggr) 
+ f

\biggl( 
a+ b

2
, d

\biggr) \biggr] 
+ 16f

\biggl( 
a+ b

2
,
c+ d

2

\biggr) \biggr) 
. (1)

Результаты замера времени параллельных вычислений в зависимости от число
узлов разбиения n на подобласти (в которой используется локальная формула Симп-
сона) по каждой из осей показаны в табл. 2.

Таблица 2. Время выполнения метода Симпсона для вычисления двойных интегралов в обычном
режиме и при использовании технологии OpenMP

Узлы разбиения n Время расчёта на одном ядре, с Время расчёта на двух ядрах, с

10 0.26 0.48

30 4.89 4.54

50 20.3 16.28

100 156.6 78.2

150 460.2 312.76

Этап «Решение аппроксимирующей СЛАУ». Рассмотрим ещё один этап
решения нашей задачи, а именно, решение системы линейных алгебраических урав-
нений большой размерности, которую так же возможно распараллелить, так как в
данных алгоритмах присутствуют циклы.

В табл. 3 приведено время решения системы линейных алгебраических уравнений
методом Якоби в случае использования технологии OpenMP и без нее при различных
значениях размерности системы. Число потоков было выбрано равным количеству
ядер процессора, в нашем случае два [3].
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Таблица 3. Время решения системы линейных алгебраических уравнений

Размерность СЛАУ Время расчёта на одном ядре, с Время расчёта на двух ядрах, с

100\times 100 0.000873 0.00121

500\times 500 0.0214 0.0242

1000\times 1000 0.0915 0.0853

5000\times 5000 2.173 1.228

10000\times 10000 9.254 4.420

Предпочтение методу Якоби отдано поскольку аппроксимирующая матрица A
нашей СЛАУ, полученная после применения метода коллокаций или метода конеч-
ных элементов, зачастую будет иметь вид близкий к диагональному (с сильно раз-
ряженной матрицей). А для корректной работы метода Якоби как раз и необходимо,
чтобы диагональные элементы матрицы A были ненулевыми [4].

Также анализировались и другие численные методы решения СЛАУ. Например,
исследователь может остановиться и на классическом методе Гаусса. Однако данный
метод показал существенно большее общее время расчета [2].

3. Анализ результатов

Метод коллокации. Имея результаты распараллеливания частей кусков ко-
да, можно объединить наработки параллелизма и применить их разом. В табл. 4
представлены результатами времени выполнения (с использованием OpenMP и без)
метода коллокации [5, c. 543–550] для модельного уравнения:

x(t) +

2\pi \int 
0

\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}(t) \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}(\tau )x(\tau )d\tau = \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}(t),

где x(t) = \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} t – точное решение.

Таблица 4. Время решения интегрального уравнения методом коллокации

Узлы коллокации Время расчёта на одном ядре, с Время расчёта на двух ядрах, с

10 0.0003 0.0013

50 0.017 0.029

100 0.1 0.18

500 11.25 6.69

1000 93.36 59.21
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Из табл. 4 видно, что до определённого момента мы не только не получаем уско-
рение, а скорее замедляем выполнение программы, хотя и не существенное, так как
речь идёт о долях секунд. Но когда задача становиться более объёмной и требова-
тельной к ресурсам ЭВМ, параллельный код выполняется куда быстрее кода, напи-
санного для одного процессорного ядра.

Метод конечных элементов. Аналогично рассмотрим результаты паралле-
лизма метода конечных элементов. В табл. 5 приведены результаты замера времени
выполнения метода конечных элементов [6, 7], с одновременным применением па-
раллелизма для обычных и двойных интегралов [3]. В качестве модельного примера
было выбрано уравнение:

1\int 
0

(t3 + \tau 2)x(\tau )dt =  - 2 \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}(t2) + \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}(t2 + 1) + 2 \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}(t2 + 1),

где x(t) = \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} t – точное решение.
Как видно из табл. 4–5, использование параллельных конструкций с помощью

директив OpenMP может привести к увеличению производительности программы,
особенно при работе с большими объемами данных. Однако во всех случаях иссле-
дователю необходимо правильно выбирать параметры директив и балансировать на-
грузку между потоками, чтобы избежать блокировок или переключений контекста,
которые могут отрицательно сказаться на производительности.

Таблица 5. Время выполнения метода конечных элементов в обычном режиме и при использовании
технологии OpenMP

Размерность СЛАУ Время расчёта на одном ядре, с Время расчёта на двух ядрах, с

5 0.63 0.25

15 11.51 2.47

30 67.51 21.48

50 313.36 112.9

4. Заключение

В статье исследована целесообразность распараллеливания программного кода
с использованием технологии OpenMP при численном решении интегральных урав-
нений. Если программная реализация численного метода требует значительных вре-
менных ресурсов, то распараллеливание кода актуально. В этом случае применение
технологии OpenMP достаточно просто. Так даже на двухядерной машине время ре-
шения интегрального уравнения методом конечных элементов было заметно снижено
уже при размерности аппроксимирующей СЛАУ равной 50, для метода коллокации
– 500. Однако параллелизм решения СЛАУ следует внедрять для заметно больших
размерностей матрицы.
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УДК 517.91

Выбор методов решения задачи

флюидодинамического моделирования в коллекторе

трещиновато-порового типа*

Узянбаев Р.М.1,2, Бобренёва Ю.О.2, Поляков С.В.2,3, Тишкин В.Ф.2,3

Уфимский государственный нефтяной технический университет1,
Институт нефтехимии и катализа УФИЦ РАН2,

ИПМ им. М.В. Келдыша РАН3

Аннотация: Работа посвящена численным методам решения задачи моделиро-
вания массопереноса двухфазной жидкости в карбонатном коллекторе. Задача
осложнена наличием двух сред, вложенных друг в друга (система трещин и по-
ровая часть коллектора), что усложняет ее численный анализ. Для численного
решения задачи в одномерном случае рассмотрены и реализованы в виде про-
граммного модуля явная и неявная разностные схемы на неравномерной сетке.
Выполнены вычислительные эксперименты, на основе которых проведен сравни-
тельный анализ реализованных методов.

Ключевые слова: математическое моделирование, система уравнений двухфазной
фильтрации, коллектор трещиновато-порового типа, пьезопроводность, двойная
пористость, явные и неявные разностные схемы.

1. Постановка задачи

Применение численных методов для рассматриваемой в данной работе задачи
обуславливается невозможностью решения задачи аналитическим методом [1]. Как
правило, при решении задач с применением численных методов рассматриваются
разные вычислительные алгоритмы с целью определения наиболее эффективного
[2-5]. Задача, представленная в статье, в дальнейшем подразумевает пространствен-
ное моделирование массопереноса, поэтому на первом этапе стоит цель подобрать
наилучший алгоритм для решения в одномерной постановки.

В работе рассматривается фильтрация двухфазной слабо сжимаемой жидкости в
рамках модели двойной пористости в трещиновато-пористой среде [6, 7]. Трещиновато-
пористую среду будем представлять в виде геометрической модели, которая опре-
деляется множеством поровых блоков [8], что необходимо для оценки параметров
системы. Размеры трещин превышают размеры пор в поровой части коллектора, но
при этом объем их значительно меньше, чем в блоках. В связи с этим будем пред-
полагать, что проницаемость трещин превышает проницаемость поровых блоков, а
пористость в системе трещин, наоборот, меньше, чем в поровом коллекторе. Пере-
нос жидкости происходит по трещинам, а поровые блоки только содержат запасы
флюида. Массообмен между системами происходит за счет разности давлений.

Математическое описание изотермического процесса массопереноса представлено
дифференциальными уравнениями второго порядка и состоит из законов сохранения
массы и импульса (закон Дарси).

*Работа выполнена при финансовой поддержке РНФ (грант 21-71-20047).
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\partial (\phi \alpha \rho \alpha oS
\alpha 
o )

\partial t
+\nabla (\rho \alpha o \vec{}U\alpha 

o ) + q\alpha o = 0, qmo =  - qfo =  - \rho mo \sigma \lambda mo (P f  - Pm), (1)

\partial (\phi \alpha \rho \alpha wS
\alpha 
w)

\partial t
+\nabla (\rho \alpha w \vec{}U\alpha 

w) - q\alpha w = 0, qmw =  - qfw =  - \rho mw\sigma \lambda mw (P f  - Pm), (2)

\lambda mo =
kmkro(S

m
o )

\mu o
, \lambda mw =

kmkrw(S
m
w )

\mu w
, (3)

U\alpha 
o =  - k

\alpha kro(S
\alpha 
o )

\mu o
\mathrm{g}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{d}P\alpha , U\alpha 

w =  - k
\alpha krw(S

\alpha 
w)

\mu w
\mathrm{g}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{d}P\alpha . (4)

Здесь \alpha = f,m, где f – система трещин, m – система матриц, i = o, w, где o –
нефть, w – вода, P f –пластовое давление в сети трещин (Па), Pm – пластовое дав-
ление в матрице (Па), \phi f – пористость в трещинах, \phi m – пористость в матрице, \rho \alpha o –
плотность нефти (г/м3), \rho \alpha w – плотность воды (г/м3), Sfi – насыщенность нефти/воды
в системе трещин, Smi – насыщенность нефти/воды в матрице, U\alpha 

i – скорость течения
нефти/воды, qj – дебит жидкости (м3/сут), q\alpha i – функция перетока между матрицей
и трещинами, \sigma – коэффициент трещиноватой породы (1/м2), k\alpha – абсолютная про-
ницаемость (м2), krw и kro – относительные фазовые проницаемости, \mu o – вязкость
нефти (Па\cdot с), \mu w – вязкость воды (Па\cdot с).

Для поставленной задачи рассматриваются следующие начальные и граничные
условия:

Pm| t=0 = P0, P
f | t=0 = P0, P

f | x=0 = Pw,
\partial P f

\partial x

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
x=l

= 0. (5)

Для численного решения рассматриваемой системы уравнений двухфазной филь-
трации в коллекторе трещиновато-порового типа применялись два метода IMPES
(неявный по давлению и явный по насыщенности) и IMPIS (неявный по давлению и
неявный по насыщенности) [9].

На первом этапе для решения поставленной задачи проводим расщепление по
физическим процессам, в результате которого получаем систему уравнений для пер-
вого функционального блока по пьезопроводности. Далее система уравнений лине-
аризуется по методу хорд. Полученные дифференциальные уравнения, граничные
и начальные условия аппроксимируются их сеточными аналогами по неявной схе-
ме [10]. В результате аппроксимации получаем систему линейных алгебраических
уравнений, которые сводятся к общему виду:

 - Apk\delta P f
k - 1 + Cpk\delta P

f
k  - Bpk\delta P

f
k+1 = \Phi pk, (6)

коэффициенты для (6) выглядят следующим образом:

\Phi pk =  - F fs  - \tau 
\biggl\{ 
(\rho mw \=\sigma \lambda 

m
w )

s

(\rho fw)(\delta 1f)
\approx 
+

(\rho mo \=\sigma \lambda 
m
o )

s

(\rho fo)(\delta 1f)
\approx 

\biggr\} 
\Phi ms, (7)

Apk =
\tau \Bigl[ 

(\rho fw)(\delta 1f)
\Bigr] \approx 
k

\Biggl\{ 
1

hk - 1/2

\biggl( 
\rho fwk

f

\mu fw

\biggr) s
k - 1/2

kupsrw(k - 1/2)

\Biggr\} 
+

\tau \Bigl[ 
(\rho fo)(\delta 1f)

\Bigr] \approx 
k

\Biggl\{ 
1

hk - 1/2

\biggl( 
\rho fok

f

\mu fo

\biggr) s
k - 1/2

kupsro(k - 1/2)

\Biggr\} 
, (8)
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Bpk =
\tau \Bigl[ 

(\rho fw)(\delta 1f)
\Bigr] \approx 
k

\Biggl\{ 
1

hk+1/2

\biggl( 
\rho fwk

f

\mu fw

\biggr) s
k+1/2

kupsrw(k+1/2)

\Biggr\} 
+

\tau \Bigl[ 
(\rho fo)(\delta 1f)

\Bigr] \approx 
k

\Biggl\{ 
1

hk+1/2

\biggl( 
\rho fok

f

\mu fo

\biggr) s
k+1/2

kupsro(k+1/2)

\Biggr\} 
,

(9)

Cpk =
(Sfw)

(\delta 1f)\approx 

(\rho fw)(\delta 1f)\approx 

\bigl( \=\phi f\rho fw\bigr) \prime SPf
+

(1 - Sfw)(\delta 1f)\approx 

(\rho fo)(\delta 1f)\approx 

\bigl( \=\phi f\rho fo\bigr) \prime SPf
+

\tau \Bigl[ 
(\rho fw)(\delta 1f)

\Bigr] \approx 
k

\Biggl\{ 
1

hk+ 1
2

\biggl( 
\rho fwk

f

\mu fw

\biggr) s
k+ 1

2

kups
rw(k+ 1

2
)
+

1

hk - 1
2

\biggl( 
\rho fwk

f

\mu fw

\biggr) s
k - 1

2

kups
rw(k - 1

2
)

\Biggr\} 
+

\tau \Bigl[ 
(\rho fo)(\delta 1f)

\Bigr] \approx 
k

\Biggl\{ 
1

hk+ 1
2

\biggl( 
\rho fok

f

\mu fo

\biggr) s
k+ 1

2

kups
ro(k+ 1

2
)
+

1

hk - 1
2

\biggl( 
\rho fok

f

\mu fo

\biggr) s
k - 1

2

kups
ro(k - 1

2
)

\Biggr\} 
+

\Biggl\{ 
\tau 

(\rho fw)(\delta 1f)
\approx (\rho 

m
w \=\sigma \lambda 

m
w )

s(1 - \pi sm)

\Biggr\} 
k

+

\Biggl\{ 
\tau 

(\rho fo)(\delta 1f)
\approx (\rho 

m
o \=\sigma \lambda 

m
o )

s(1 - \pi sm)

\Biggr\} 
k

. (10)

Для решения СЛАУ (6) использовался метод скалярной прогонки. В результате
решения СЛАУ получаем значение давления. Полученные значения давления позво-
ляют перейти к решению второго блока относительно переноса насыщенности.

Принято, что насыщенности воды и нефти в сумме дают единицу, поэтому на-
сыщенность нефти выражается через насыщенность воды и все расчеты проводятся
относительно воды. Далее, аналогично уравнению для пьезопроводности, система
уравнений линеаризуется методом хорд. Полученные дифференциальные уравнения
аппроксимируются их сеточными аналогами по явной и неявной схеме. Получаем
СЛАУ для переноса насыщенностей:

 - AfSwk\delta S
f
wk - 1 + Cf

Swk\delta S
f
wk  - B

f
Swk\delta S

f
wk+1 + ESwk\delta S

m
wk = 0 - Lf\approx , (11)

где коэффициенты выглядят следующим образом:

AfSwk =  - \tau 

\Biggl\{ \biggl[ 
\rho fw
kf

\mu fw

1

h

\biggr] s+1

k - 1/2

(P f
k  - P

f
k - 1)

s+1
\Bigl[ 
(krw)

\prime 

Sf
wk - 1

\Bigr] s
upink

\Biggr\} 
, (12)

если P f
k < P f

k - 1, A
f
Swk \geq 0,

Bf
Swk = \tau 

\Biggl\{ \biggl[ 
\rho fw
kf

\mu fw

1

h

\biggr] s+1

k+1/2

(P f
k+1  - P

f
k )

s+1
\Bigl[ 
(krw)

\prime 

Sf
wk+1

\Bigr] s
upink

\Biggr\} 
, (13)

если P f
k < P f

k+1, B
f
Swk \geq 0,

Cf
Swk = ( \=\phi f\rho fw)

s+1
k  - \tau 

\Biggl\{ \biggl[ 
\rho fw
kf

\mu fw

1

h

\biggr] s+1

k+ 1
2

(P f
k+1  - P

f
k )

s+1
\Bigl[ 
(krw)

\prime 

Sf
wk

\Bigr] s
upink

\Biggr\} 

 - \tau 

\Biggl\{ \biggl[ 
\rho fw
kf

\mu fw

1

h

\biggr] s+1

k - 1
2

(P f
k  - P

f
k - 1)

s+1
\Bigl[ 
(krw)

\prime 

Sf
wk

\Bigr] s
upink

\Biggr\} 
. (14)
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В сеточных аппроксимациях a\approx значения на неявном слое по времени \^t берутся
на s + 1 уже вычисленной итерации, если они связаны с давлением (P s+1), и s-й
итерации, если они связаны с водонасыщенностью (Ssw), \delta 1 – вес по времени.

Здесь выражение в первой квадратной скобке рассматривается для P f
k > P f

k+1, а
выражение во второй квадратной скобке – для P f

k > P f
k - 1. Очевидно, при достаточно

малых шагах по времени Cf
Swk  - A

f
Swk  - B

f
Swk > 0.

Полученное уравнение аналогично уравнению пьезопроводности решается с по-
мощью скалярной прогонки на каждом временном слое. Приращение давления на
итерации представляется следующим образом:

\delta Pm = \delta Pms+1  - Pms, \delta P f = \delta P fs+1  - P fs. (15)

Проведены вычислительные эксперименты для тестовой задачи. На рис. 1 пред-
ставлены кривые изменение водонасыщенности по пространству при различных зна-
чениях проницаемости, которые показали, что чем проницаемость выше, тем ско-
рость насыщение водой быстрее.

Рис. 1. Изменение водонасыщенности по пространству при различных значениях проницаемости.

2. Сравнение реализованных методов флюидодинамического мо-
делирования в коллекторе трещиновато-порового типа

Неявный метод по сравнению с явным требует дополнительных вычислений и
реализуется сложнее. На каждом слое схема представляет собой систему линейных
уравнений. Правые части этих уравнений известны, поскольку содержат значения
решения с предыдущей итерации. В методе IMPIS при его реализации итерацион-
ный процесс продолжается до тех пор, пока не достигается заданная точность по
насыщенности. При этом требуется меньше вычислительного времени (расчет ведет-
ся с большими временными шагами), даже с учетом того, что уравнения решаются
на каждом временном шаге.

При реализации задачи явным методом (IMPES) требуется вести расчет с малым
шагом по времени, чтобы погрешность результата оставалась ограниченной.

Таким образом, реализовав оба метода для рассматриваемой задачи, авторы при-
шли к выводу, что неявный и явный методы различаются в подходе к выбору времен-
ного шага. В IMPIS методе реализация каждого временного шага требует итераци-
онной сходимости, но мы при этом можем задавать более крупные шаги по времени.
С другой стороны, в IMPES алгоритме каждый временной шаг не обязан сходиться,
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но для того, чтобы решение было точным, приходится выбирать более мелкий шаг
по времени.

В рамках исследования расчеты для явной и неявной схемы проводились с оди-
наковым шагом по времени. В результате расчетов полученные решения при явном
и неявном методах отличались несущественно (рис. 2).

Рис. 2. Изменение насыщенности, рассчитанной по схемам:
1 – неявная, 2 – явная, 2c – симметричная.

Далее были проведены расчеты по симметричной (явно-неявной) схеме. Резуль-
таты симметричной схемы полностью совпали с результатами явной схемы (рис. 2).
Для дальнейших расчетов будет применена симметричная схема, поскольку для нее
область вычислительной устойчивости по сравнению с явной схемой значительно
шире.
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Choice of Methods for Solving the Problem of Fluid
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Abstract: The work is devoted to numerical methods for solving the problem of
modeling the mass transfer of a two-phase fluid in a carbonate reservoir. The problem
is complicated by the presence of two media embedded in each other (a system of
fractures and a pore part of the reservoir), which complicates its numerical analysis.
For the numerical solution of the problem in the one-dimensional case, explicit and
implicit difference schemes on a non-uniform grid are considered and implemented as
a software module. Computational experiments were performed, on the basis of which
a comparative analysis of the implemented methods was carried out.

Keywords: mathematical modeling, system of equations for two-phase filtration, frac-
tured porous reservoir, piezoconductivity and double porosity, explicit and implicit
difference schemes.
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УДК 519.63

Математическая модель каталитического синтеза

метил-трет-бутилового эфира*

Усманова А.А.1, Коледина К.Ф.1,2

Институт нефтехимии и катализа РАН1,
Уфимский государственный нефтяной технический университет2

Аннотация: В статье на основе экспериментально разработанной схемы химиче-
ских превращений построена математическая модель синтеза метил-трет-бутило-
вого эфира межмолекулярной дегидратацией трет-бутанола с метанолом с ис-
пользованием цеолитного катализатора HY с иерархической структурой. Мате-
матическая модель основана на законе действующих поверхностей с учетом про-
цессов адсорбции и десорбции на поверхности катализатора. Решение обратной
задачи в виде задачи глобальной оптимизации позволило определить кинетиче-
ские константы.

Ключевые слова: математическое моделирование, метил-трет-бутиловый эфир,
межмолекулярная дегидратация, модель Ленгмюра–Хиншелвуда, глобальная оп-
тимизация.

1. Постановка задачи

В данной работе рассматривается синтез метил-трет-бутиловых эфиров трет-
бутанола с метанолом. В качестве катализатора был выбран гранулированный микро-
, мезо- и макропористый цеолит состава \alpha Na 0.94% HY (HYmmm) [2].

Построение кинетической модели состоит из прямой и обратной задачи. Для рас-
чета использовался пакет прикладных программ MATLAB. Прямая задача пред-
ставляет собой жесткую систему дифференциальных уравнений, ее решение нахо-
дится с помощью специализированного одношагового метода ode23s, использующего
модифицированную формулу Розенброка 2-го порядка [3]. Для решения обратной
кинетической задачи применен генетический алгоритм глобальной оптимизации –
метод решения оптимизационных задач, основанный на биологических принципах
естественного отбора и эволюции [4].

2. Результаты и их обсуждение

Математическое описание прямой задачи нестационарной химической кинетики
представляет собой систему обыкновенных нелинейных дифференциальных уравне-
ний (СОНДУ) с начальными данными [5] – задачу Коши для уравнения (1) с на-
чальными условиями при \tau = 0:

dxi
d\tau 

=
J\sum 
j=1

\nu ij\omega j, xi(0) = x0i , i = 1, I. (1)

Здесь xi – концентрация реагентов реакции, мольные доли; \tau – условное вре-
*Работа выполнена в рамках государственного задания Института нефтехимии и катализа УФИЦ РАН

(тема № FMRS-2022-0078).
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мя контакта, с; \nu ij – стехиометрические коэффициенты; J – количество стадий; I –
количество веществ; \omega j – скорость j-ой стадии, 1/с.

В работе принято предположение, что в гетерогенном катализе компоненты ад-
сорбируются на поверхности катализатора и приходят в состояние теплового равно-
весия с этой поверхностью [6]. По окончании реакции происходит десорбция образо-
ванных продуктов реакции. В связи с этим в уравнение изменения скоростей стадий
вводится учет доли поверхности катализатора, занятой реагентами, в результате про-
цессов адсорбции и десорбции:

\omega j = kj \cdot 
I\prod 
i=1

(xi)
| \alpha ij | \cdot 

I\prod 
i=1

(\theta i)
| \alpha ij |  - k - j \cdot 

I\prod 
i=1

(xi)
\beta ij \cdot 

I\prod 
i=1

(\theta i)
\beta ij , kj = k0j \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}

\biggl( 
 - Ej
RT

\biggr) 
. (2)

Здесь xi – концентрация вещества, моль/л; \theta – доля поверхности, занятая i-ым
компонентом; \alpha ij – отрицательные элементы матрицы (\nu ij); \beta ij – положительные эле-
менты (\nu ij); kj, k - j – константа скорости j-ой стадии, 1/с; k0j – предэкспоненциальные
множители, 1/с; Ej – энергии активации прямой и обратной реакций, кал/моль; R –
2 кал/(моль К); T – температура, K;

На основании описанной кинетики (1)-(2) кинетические уравнения скоростей хи-
мических реакций каталитического синтеза МТБЭ имеют вид (3), где вещества с
концентрациями xi – постоянные, а с \theta i – промежуточные, получаемые в связи с
адсорбцией и десорбцией постоянных веществ на катализаторе:\left\{                 

X10 +X2 \rightarrow X11

X11 \rightarrow X8 +X7 +X10

X8 +X10 \rightarrow X12

X12 +X4 \rightarrow x5 +X10

\rightarrow 

\left\{                 

\omega 1 = k1x2\theta 10

\omega 2 = k2\theta 11

\omega 3 = k3x8\theta 10

\omega 4 = k4x4\theta 12

(3)

X10 – HY;X2 – (CH3)3COH;X11 – (CH3)3COH2Y;X8 – CH2;X7 – H2O;X12 – (CH3)3CY;
X4 – MeOH; X5 – (CH3)3COMe; (нумерация веществ из общей схемы для всех эфи-
ров); ki – константа скорости.

СОНДУ зависимостей концентраций компонентов от \tau имеют вид:\left\{                         

dx2
d\tau 

=  - \omega 1

dx4
d\tau 

=  - \omega 4

dx5
d\tau 

= \omega 4

dx7
d\tau 

= \omega 2

dx8
d\tau 

= \omega 2  - \omega 3

(4)

Начальные данные при T = 160\circ C: x2 = 3.91 л/моль; x4 = 15.65 л/моль; \theta 10 = 1;
xi = 0 при i = 5, 8; \theta i = 0 при i = 11, 12.

Исходя из условия квазистационарности можно найти концентрации промежу-
точных образований \theta i [6]:
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\left\{           
d\theta 10
d\tau 

=  - \omega 1 + \omega 2  - \omega 3 + \omega 14

d\theta 11
d\tau 

= \omega 1  - \omega 2

d\theta 12
d\tau 

= \omega 3  - \omega 4

(5)

Определение значений кинетических параметров ведется на основе решения об-
ратной задачи – решается задача оптимизации для функционала отклонения экс-
периментальных данных концентраций компонент от расчетных значений. Услови-
ем выхода из алгоритма являлось минимальное изменение значения функционала.
Функционал минимизации имеет вид (6) [7]:

EE (kj) =
I\sum 
i=1

P\sum 
p=1

| xexpi,p  - xcalci,p | 
xexpi,p

\rightarrow min, (6)

где P – количество опытов для каждого компонента; xexpi,p и xcalci,p – экспериментальные
и рассчитанные значения концентраций компонентов.

Найденные при решении обратной кинетической задачи численные значения ки-
нетических констант kj при температуре 1600С в таблице 1.

Номер стадии kj (160
\circ C) , 1/c

1 0.0335

2 0.71

3 0.277

4 0.006

Таблица 1. Параметры кинетической модели получения МТБЭ на HY

На рис. 1 приведены кинетические зависимости (экспериментальные и расчет-
ные) расходования трет-бутанола, образования метил-трет-бутилового эфира.

Рис. 1. Кинетические зависимости изменения концентраций трет-бутанола (X2) и МТБЭ (X5)
при T = 160\circ C в присутствии HY (сплошные линии – расчетные данные, маркеры –

экспериментальные данные).
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Сравнение расчетных и экспериментальных данных показывает, что кинетиче-
ская модель (3)-(5) с параметрами, указанными в таблице 1, позволяет воспроизвести
результаты опытов в пределах погрешности экспериментальных данных.

3. Заключение

Представлена кинетическая модель синтеза МТБЭ и определены параметры мо-
дели с использованием генетического алгоритма глобальной оптимизации при реше-
нии обратной задачи. Полученные параметры модели могут быть использованы при
проектировании реакционных узлов промышленных схем получения МТБЭ.
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Abstract: A mathematical model has been constructed based on an experimentally
developed scheme of chemical transformations in the synthesis of methyl tert-butyl
ether by intermolecular dehydration of tert-butanol with methanol using a HY zeolite
catalyst with a hierarchical structure [1]. The mathematical model is based on the
law of active surfaces, taking into account the processes of adsorption and desorption
on the catalyst surface. The solution of the inverse problem in the form of a global
optimization problem made it possible to determine the kinetic constants.
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Устойчивость математической модели развития леса

Шалаева А.А., Мамедова Т.Ф., Егорова Д.К.

Национальный исследовательский Мордовский государственный университет

Аннотация: Представлена математическая модель развития лесного массива.
Модель может быть использована для численного моделирования системы с це-
лью исследования устойчивости решения к непрерывным возмущениям и поиска
параметров модели с элементами управления.

Ключевые слова: математическая модель, модель Лотки-Вольтерра, лесной мас-
сив, система обыкновенных дифференциальных уравнений, устойчивость.

В данное время все более пристальное внимание отводится проблеме сохранения
и восстановления природных ресурсов, в частности, лесного массива. Поскольку лес-
ной массив в своем многообразии является не только важнейшим фактором, оказыва-
ющим существенное влияние на экологические процессы, но и играет большую роль
в хозяйственной и промышленной деятельности человека. Информация о состоянии
и динамике лесных массивов является недостаточной и не отвечает современным
требованиям экологического мониторинга, не дает точного ответа на вопросы, какое
количество древостоя возобновляется естественным путем, в какой момент времени
необходимо привлекать человеческий ресурс.

Один из способов моделирования динамики развития лесного массива основы-
вается в разделении всех единиц лесного массива (деревьев) на возрастные группы.
Выявлено, что деревья разных возрастов имеют определённую степень влияния в
динамике численности и качества жизнедеятельности друг друга, в частности, дере-
вья разного возраста отличаются высотой, диаметром ствола, потребностью к свету
и в целом доступностью к нему. Так, деревья старшего возраста оказывают силь-
ное влияние на корневую систему подроста (деревьев младшего возраста). В работе
сформулированы основные требования к модели и исходные данные для моделирова-
ния, поставлена концептуальная формулировка данной модели. В частности, важно,
чтобы лесонасаждения развивались на замкнутой однородной территории, с одина-
ковыми климатическими и не влияющими на нее географическими условиями, все
лесные насаждения разных возрастных фигур были равномерно распределены на
этой территории. Конкуренция и преобладание отдельных видов популяций исклю-
чена.

В основе построения математической модели выбрана модель взаимодействия
двух и более сообществ Лотки-Вольтерра [1].

Наиболее сложной и актуальной проблемой моделирования реальных процессов
является определение параметров модели, таких, чтобы они наиболее точно отража-
ли состояния и развитие системы.

Пусть xi(t) – количество деревьев в i-ой возрастной группе в момент времени t,
где t = 1, n, где n – количество классов разбиения.

Было принято разделить весь лесной массив на три возрастные категории: дере-
вья старшего возраста, среднего и подросты. Количество классов разбиения примем
значением равное трем (n = 3).

Введем обозначения: x – древостой младшей группы (подросты), y – средне-
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возрастные деревья, z – деревья старшей возрастной группы (перестой), \alpha (y, z) –
функция, характеризующая скорость рождения деревьев младшего возраста, \gamma (z) –
функция гибели деревьев младшего возраста; r и h – коэффициенты гибели дере-
вьев старшей возрастной групп (второй и третьей); g и q – интенсивность перехода
деревьев в следующую возрастную группу.

В результате была получена следующая система дифференциальных уравнений:\left\{             

dx

dt
= \alpha (y, z) - \gamma (z)x - g(x),

dy

dt
= gx - qy  - ry,

dz

dt
= qy  - hz.

(1)

Представленная модель позволяет описать динамику лесных насаждений по Рес-
публике Мордовия. Однако, для более полного исследования модели необходимо про-
анализировать влияние человека на природу, поскольку человеческая деятельность
является важным фактором, который необходимо учитывать как для эффективного
использования ресурсов, так и для сохранения природы.

Модель может быть использована для численного моделирования системы с це-
лью исследования устойчивости решения к непрерывным возмущениям и поиска па-
раметров модели с элементами управления. Также можно выявить характерные ре-
жимы и исследовать допустимость полученных результатов.

Важно отметить, что леса являются важным ресурсом для человечества, по-
скольку они обеспечивают кислород и являются домом для многих животных. Од-
нако неумеренная вырубка лесов может привести к серьезным экологическим послед-
ствиям, таким как ухудшение качества почвы и снижение биоразнообразия. Поэто-
му использование данной модели может помочь в разработке устойчивых стратегий
управления лесными ресурсами, которые учитывают как экономические, так и эко-
логические аспекты [2,3].

Также, модель может быть использована для прогнозирования будущих изме-
нений в лесных насаждениях и для оценки эффективности различных программ
лесоуправления. В целом, она является важным инструментом для исследования ди-
намики лесных насаждений и их управления и может помочь в создании устойчивых
стратегий управления ресурсами и сохранении природы для будущих поколений.
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К вопросу об исследовании вынужденных колебаний

линейной системы двух связанных осцилляторов

вблизи резонанса
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Национальный исследовательский Мордовский государственный университет

Аннотация: В настоящей работе методом Ляпунова-Шмидта исследуется мате-
матическая модель колебаний в системе двух связанных осцилляторов вблизи
резонанса с малым параметром при условии, что на систему действует внешняя
периодическая сила с тремя соизмеримыми частотами. Разработанный на основе
метода Ляпунова-Шмидта алгоритм реализован в математической библиотеке
SymPy Python. В качестве примера рассмотрена некоторая система с фикси-
рованными параметрами. Для нее найдено периодическое решение, построены
графики компонент периодических решений и фазовых траекторий.

Ключевые слова: связанные осцилляторы, вынужденные колебания, периодиче-
ские решения, малый параметр, метод Ляпунова-Шмидта, резонанс

1. Вычисление периодического решения линейной системы
двух связанных осцилляторов вблизи резонанса

В работах [1–3] приведены результаты исследования вынужденных колебаний
одного и двух связанных осцилляторов вблизи резонанса с малым параметром. На-
стоящая работа продолжает исследование таких систем при условии, что на систему
действует внешняя периодическая сила с тремя соизмеримыми частотами.

Рассмотрим математическую модель вынужденных колебаний двух связанных
осцилляторов вблизи резонанса с малым параметром [3,4]\left\{       

\"q1 + (n2
1 + \varepsilon d11)q1 +

\biggl( 
 - k3
m1

+ \varepsilon d12

\biggr) 
q2 = F1(t),

\"q2 +

\biggl( 
 - k3
m2

+ \varepsilon d21

\biggr) 
q1 + (n2

2 + \varepsilon d22)q2 = F2(t).
(1)

где q1, q2 – обобщенные координаты, ki > 0 (i = 1, 3) – коэффициенты жесткости

пружин, n2
1 =

k1 + k3
m1

, n2
2 =

k2 + k3
m2

– парциальные частоты, dij, (i, j = 1, 2) – неко-

торые вещественные параметры, \varepsilon – малый вещественный параметр, m1, m2 – массы
грузиков (осцилляторов).

Будем предполагать, что на осцилляторы действуют внешние силы по следую-
щему закону

F1(t) = r11 \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}(\omega 1t+ \theta 11) + r12 \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}(\omega 2t+ \theta 12) + r13 \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}(\omega 3t+ \theta 13),

F2(t) = r21 \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}(\omega 1t+ \theta 21) + r22 \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}(\omega 2t+ \theta 12) + r23 \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}(\omega 3t+ \theta 23),
(2)

где rks, \theta ks, \omega k \in \BbbR , (k = 1, 2; s = 1, 3), \omega 1 = \alpha \omega 2 = \beta \omega 3, \alpha , \beta \in \BbbZ .
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Сформулируем задачу для системы (1) [5, 6]: при достаточно малых веществен-

ных \varepsilon найти
2\pi 

\omega 1

-периодическое решение q1(t, \varepsilon ), q2(t, \varepsilon ) системы (1), при условии, что

найденное решение q1(t, \varepsilon ), q2(t, \varepsilon ) удовлетворяет условию

q1(t, 0) = Q1(t), q2(t, 0) = Q2(t),

где Q1(t), Q2(t) есть
2\pi 

\omega 1

-периодическое решение системы

\left\{     
\"Q1 + n2

1Q1  - 
k3
m1

Q2 = F1(t),

\"Q2  - 
k3
m2

Q1 + n2
2Q2 = F2(t).

(3)

Для нахождения
2\pi 

\omega 1

-периодического решения система (1) приводится к нормаль-

ной форме, после чего применяется метод Ляпунова-Шмидта, изложенный в [6]. Су-

ществования
2\pi 

\omega 1

-периодических решений системы (3) обеспечивается условиями [6],

налагаемыми на параметры внешних сил (2). Эти условия имеют вид

r11 = r12 = r1, \theta 11 = \theta 1, \theta 12 = \theta 1 + \pi , (4)

r21 = r22 = r2, \theta 21 = \theta 2, \theta 22 = \theta 2, (5)

где rk, \theta k, (k = 1, 2) – произвольные вещественные параметры.
В качестве примера рассмотрим систему (1) со следующими обезразмеренными

параметрами

m1 = m2 = 1, n2
1 = n2

2 = 10, k2 = k3 = 6, (6)

d11 =  - 2, d22 = 2, d12 = d21 = 0. (7)

Значения частот внешних сил (2) положим равными

\omega 1 = 2, \omega 2 = 4, \omega 3 = 8. (8)

Для проведения расчетов на основе метода Ляпунова-Шмидта разработан алго-
ритм, который реализован в математической библиотеке SymPy Python.

В результате проведения вычислительного эксперимента для системы (1) с пара-
метрами (4)-(8) получено \pi -периодическое решение

q1(t, \varepsilon ) =  - 
1

2\varepsilon 
r1 \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}(2t+ \theta 1) - 

1

2\varepsilon 
r2 \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}(4t+ \theta 2) - 

\varepsilon  - 24

2(\varepsilon 2  - 720)
r3 \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}(8t+ \theta 3),

q2(t, \varepsilon ) =  - 
1

2\varepsilon 
r1 \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}(2t+ \theta 1) - 

1

2\varepsilon 
r2 \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}(4t+ \theta 2) +

\varepsilon + 24

2(\varepsilon 2  - 720)
r3 \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}(8t+ \theta 3).

(9)

Из формул (9) следует, что компоненты q1(t, \varepsilon ) и q2(t, \varepsilon ) \pi -периодического реше-
ния системы (1)

1) непрерывно зависят от параметров rk, \theta k \in \BbbR (k = 1, 3) внешних сил (2);
2) имеют полюс первого порядка в точке \varepsilon = 0, и, следовательно, при \varepsilon \rightarrow 0 не

стремятся к соответствующим компонентам системы (3).
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2. Графики периодических решений и фазовых траекторий

Для построения графиков \pi -периодических решений и фазовых траекторий си-
стемы (1) по формулам (9) в качестве параметров внешних сил (2) выберем следую-
щие

r1 = 0.5, r2 = 0.3, r3 = 10,

\theta 1 = 0, \theta 2 = \theta 3 = \pi .

На рис. 1 и 2 приведены графики компонент q1(t, \varepsilon ) и q2(t, \varepsilon ) \pi -периодических ре-
шений и фазовых траекторий системы (1), соответственно, при значемниях \varepsilon , равных
0.1, 0.3 и 0.5.

a) q1(t, \varepsilon ) b) q2(t, \varepsilon )

Рис. 1. Графики компонент a) q1(t, \varepsilon ) и b) q2(t, \varepsilon ) \pi -периодических решений системы (1) при
различных \varepsilon .

Рис. 2. График фазовой траектории системы (1) в конфигурационном пространстве Oq1q2 при
различных \varepsilon .

258



XVI Международная научная конференция

«Дифференциальные уравнения и их приложения в математическом моделировании»

Саранск, 17-20 августа 2023 года

Из графиков компонент q1(t, \varepsilon ) и q2(t, \varepsilon ) \pi -периодических решений и фазовых
траекторий системы (1), изображенных на рис. 1 и 2 видно, что при уменьшении
параметра \varepsilon амплитуда колебаний осцилляторов увеличивается.
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Abstract: The article presents using of the Lyapunov-Schmidt method to study
a mathematical model of vibrations in a system of two coupled oscillators near a
resonance with a small parameter. It is assumed that an external periodic force with
three comparable frequencies acts on the system. The algorithm developed on the basis
of the Lyapunov-Schmidt method is implemented in the SymPy Python mathematical
library. As an example, a certain system with fixed parameters is considered. A
periodic solution is found for it, plots of the components of periodic solutions and
phase trajectories are plotted.
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Аннотация: Для рассматриваемого класса однородных динамических систем на
касательных расслоениях к гладким конечномерным многообразиям предъявле-
ны полные наборы тензорных инвариантов – инвариантных дифференциальных
форм. Показана связь между наличием данных инвариантов и полным набором
первых интегралов, необходимых для интегрирования рассмаитриваемых геоде-
зических, потенциальных и диссипативных динамических систем. При этом вво-
димые силовые поля вносят в системы диссипацию разного знака и обобщают
ранее рассмотренные.

Ключевые слова: динамическая система с диссипацией, интегрируемость, транс-
цендентный тензорный инвариант.

Как известно [1], нахождение достаточного количества тензорных инвариантов
(не только первых интегралов) позволяет точно проинтегрировать систему диффе-
ренциальных уравнений. Например, наличие инвариантной дифференциальной фор-
мы фазового объема позволяет уменьшить количество требуемых первых интегра-
лов. Для консервативных систем этот факт естественен, но для систем, обладаю-
щих притягивающими или отталкивающими предельными множествами, не только
некоторые первые интегралы, но и коэффициенты имеющихся инвариантных диф-
ференциальных форм должны, вообще говоря, включать функции, обладающие су-
щественно особыми точками (см. также [2–4]).

В качестве примеров тензорных инвариантов приведем, прежде всего, скалярные
инварианты – первые интегралы системы. Инвариантные векторные поля – поля сим-
метрий (они коммутируют с векторным полем рассматриваемой системы). Фазовые
потоки систем дифференциальных уравнений, порождаемых этими полями, пере-
водят решения рассматриваемой системы в решения той же системы. Инвариант-
ные внешние дифференциальные формы (поиск которых, в основном, и проведен в
данной работе) порождают интегральные инварианты системы. При этом, очевидно,
само векторное поле рассматриваемой системы является одним из инвариантов (три-
виальный инвариант). Знание тензорных инвариантов системы дифференциальных
уравнений облегчает и ее интегрирование, и качественное исследование. Наш подход
состоит в том, что для точного интегрирования автономной системы из m диффе-
ренциальных уравнений помимо упомянутого тривиального инварианта надо знать
еще m - 1 независимых тензорных инвариантов.

Как показано ранее, задача о движении (n+1)-мерного маятника на обобщенном
сферическом шарнире в неконсервативном поле сил, который можно образно опи-
сать, как «поток набегающей среды, заполняющей объемлющее (n + 1)-мерное про-
странство», приводит к динамической системе на касательном расслоении к n-мерной
сфере, при этом метрика специального вида на ней индуцирована дополнительными
группами симметрий [5, 6]. Динамические системы, описывающие движение такого
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маятника, обладают знакопеременной диссипацией, полный список первых интегра-
лов состоит из функций, имеющих существенно особые точки, выражающихся через
конечную комбинацию элементарных функций. То же фазовое пространство есте-
ственно возникает в задаче о движении точки по n-мерной сфере с индуцирован-
ной метрикой объемлющего (n+ 1)-мерного пространства. Отметим также задачи о
движении точки по более общим n-мерным поверхностям вращения, в пространстве
Лобачевского и т. д.

Важные случаи интегрируемых систем с n степенями свободы в неконсерватив-
ном поле сил рассматривались в других работах автора. Настоящее исследование
распространяет результаты этих работ на более широкий класс динамических си-
стем.

В данной работе для рассматриваемого класса динамических систем предъявле-
ны полные наборы инвариантных дифференциальных форм для однородных систем
на касательных расслоениях к гладким конечномерным многообразиям (об анало-
гичных исследованиях для систем меньшей размерности см. [2,3,5]). Показана связь
между наличием данных инвариантов и полным набором первых интегралов, необхо-
димых для интегрирования геодезических, потенциальных и диссипативных систем.
При этом вводимые силовые поля вносят в системы диссипацию разного знака и
обобщают ранее рассмотренные.

Сначала изучается задача геодезических, включающая, в частности, геодезиче-
ские на сфере и других поверхностях вращения, конечномерного пространства Ло-
бачевского. Указываются достаточные условия интегрируемости уравнений геодези-
ческих. Затем в системы добавляется потенциальное поле сил специального вида,
также указываются достаточные условия интегрируемости рассматриваемых урав-
нений, на классах задач, аналогичных рассмотренным ранее. В заключение строится
усложнение задачи, возникающее в результате добавления неконсервативного поля
сил со знакопеременной диссипацией. Указываются достаточные условия интегриру-
емости.
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Аннотация: Для гиперсингулярного интегрального оператора типа Кальдерона-
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Ключевые слова: сингулярные операторы, неравенство Кальдерона-Зигмунда, пе-
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Основное уравнение перидинамики, предложенное в работе [1], в линеаризован-
ном варианте имеет следующий вид:

\partial 2u(x, t)

\partial t2
 - Asu(x, t) = f(x, t), x \in D \subset \BbbR n, t > 0,

где сингулярный интегральный оператор As определяется равенством

Asu(x) =

\int 
D

Ks(x, y)[u(y) - u(x)] dy.

В этом уравнении D  - ограниченная n-мерная (n \geq 3) область с кусочно-гладкой
границей, u : D \times [0, T ] \rightarrow \BbbR n - неизвестная функция, n \times n-матрица-функция Ks,
определенная в D\times D, является заданным ядром интегрального оператора, функция
f : D \times [0, T ]\rightarrow \BbbR n представляет собой внешнюю силу.

Ядро Ks(x, y), описывающее распределённое взаимодействие между частицами
твёрдого телаD, имеет носитель в \rho -окрестности диагонали \{ x = y\} , число \rho при этом
называется горизонтом взаимодействия. На диагонали ядро Ks(x, y) может иметь
неинтегрируемую особенность, компенсируемую разностью u(y)  - u(x). В этом слу-
чае интегральный оператор As является сингулярным и может оказаться неограни-
ченным.

В настоящей работе мы рассматриваем интегральный оператор As в виде свёртки
в пространстве периодических функций, а именно:

Asu(x) =

\int 
\BbbT n

Ks(x - y)[u(y) - u(x)] dy, x \in \BbbT n = [ - \pi , \pi ]n. (1)

Важный класс операторов вида (1) составляют операторы с сингулярным ядром

Ks(x) =
\Omega (x)

| x| \lambda 
, x \in \BbbT n,

где [1, формула (61)].

\Omega (x) =
x\otimes x
(x, x)

. (2)
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Фиксируем \rho из интервала 0 < \rho < \pi и обозначим символом \chi (r) неотрицатель-

ную функцию, принадлежащую C\infty (\BbbR ), равную 1 при r \leq \rho 

2
и нулю при r \geq \rho .

Основной целью настоящей работы является изучение интегрального оператора

Af(x) =

\int 
\BbbT n

\Omega (y)

| y| n
\chi (| y| )[f(x - y) - f(x)] dy. (3)

Отметим, что в случае, когда \Omega (x) является произвольной гладкой однородной
матрицей-функцией, важную роль играет её среднее значение по единичной сфере

\Omega \ast =
1

\omega n

\int 
| x| =1

\Omega (x) d\sigma (x), \omega n =
2\pi 

n
2

\Gamma 
\bigl( 
n
2

\bigr) .
В случае, когда \Omega \ast = 0, т. е. все элементы \Omega \ast 

ij (i, j = 1, n) этой матрицы равны
нулю, интегральный оператор (3) является оператором типа Кальдерона-Зигмунда
(см. [2]). Известно, что в этом случае оператор (3) естественным образом определяет-
ся в классе гладких функций и продолжается до оператора, непрерывного из Lp(\BbbT n) в
Lp(\BbbT n). При этом условие \Omega \ast = 0 является необходимым для справедливости данного
утверждения.

В рассматриваемом нами случае среднее значение \Omega \ast ядра (2) отлично от нуля,
вследствие чего оператор (3) не является ограниченным из L2(\BbbT n) в L2(\BbbT n).

Для того, чтобы сформулировать основной результат, введем функциональное
пространство периодических функций с логарифмической гладкостью.

Определим самосопряжённый псевдодифференциальный оператор первого по-
рядка

\Lambda f(x) =
\sum 
k\in \BbbZ n

fke
ikx
\sqrt{} 

1 + | k| 2,

где

fk = (2\pi ) - n
\int 
\BbbT n

f(x)e - ikxdx.

Иными словами, \Lambda =
\surd 
1 - \Delta , где \Delta – самосопряжённое расширение в L2(\BbbT n)

оператора Лапласа, отвечающее периодическим граничным условиям. Отметим, что
областью определения оператора \Delta является пространство Соболева W 2

2 (\BbbT n), соот-
ветственно D(\Lambda ) = W 1

2 (\BbbT n). При этом функция f : \BbbT n \rightarrow \BbbR n принадлежит простран-
ству вектор-функцийW 1

2 (\BbbT n), если каждая компонента fj(x) принадлежит обычному
пространству W 1

2 (\BbbT n).
Для любого натурального m рассмотрим положительный самосопряжённый в

L2(\BbbT n) оператор \mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g}m(1 + \Lambda ). Область определения этого оператора обозначим сим-
волом Hm

\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g}(\BbbT n):
Hm

\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g}(\BbbT n) = D(\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g}m(1 + \Lambda )).

Каждое пространство Hm
\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g} является гильбертовым пространством со скалярным

произведением

(f, g)m =
\sum 
k\in \BbbZ n

fkgk \mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g}
2m
\Bigl( 
1 +

\sqrt{} 
1 + | k| 2

\Bigr) 
.

Ассоциированную с этим скалярным произведением норму элемента f \in Hm
\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g}(\BbbT n)

обозначим \| f\| m.
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Положим H0
\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g}(\BbbT n) = L2(\BbbT n). Очевидно, для любого натуральногоm выполняется

равенство:
\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g}(1 + \Lambda )Hm

\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g}(\BbbT n) = Hm - 1
\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g} (\BbbT n), m \in \BbbN .

Из результатов работ [3] и [4] вытекает справедливость следующего утверждения.

Теорема 1. Для любого натурального m оператор A, определённый равенством (3),
действует из Hm

\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g}(\BbbT n) в H
m - 1
\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g} (\BbbT n) и удовлетворяет оценке

\| Af\| m - 1 \leq C\| f\| m, f \in Hm
\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g}(\BbbT n). (4)

В настоящей работе доказывается справедливость противоположной оценки и,
тем самым, показана точность оценки (4). Именно, справедливо следующее утвер-
ждение.

Теорема 2. Для любого натурального m и любой функци f \in Hm
\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g}(\BbbT n) выполняется

оценка
\| f\| m \leq C\| Af\| m - 1 + C\| f\| m - 1. (5)

Замечание 8. Пример функции f(x) \equiv 1 показывает, что второе слагаемое в пра-
вой части оценки (5) не может быть исключено.

Доказательство теоремы 2 основано на методе формулы среднего значения, раз-
работанном В.А. Ильиным (см. [5]).
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Исследование явления резонанса при вытяжке

стеклянного цилидра

Юрова Т.С., Попов И.Ю.

Университет ИТМО

Аннотация: В работе рассмотрен процесс вытяжки стеклянного цилиндра и ис-
следовано явление резонанса при вытяжке – неустойчивости, возникающей в про-
цессе вытяжки и характеризующейся колебательными изменениями в размерах
формы цилиндра. Для исследования процесса проведён линейный анализ устой-
чивости с различными эффектами, такими, как гравитация и локальный нагрев,
и проанализирована устойчивость процесса в зависимости от характерных па-
раметров задачи. Также, численно проведён нелинейный анализ устойчивости и
показано, что при потере процессом устойчивости в системе возникают устойчи-
вые колебания.

Ключевые слова: резонанс при вытяжке, линейный анализ, коэффициент пере-
тяжки.

1. Введение

В различных областях науки и техники возникают задачи по изучению течения
вязких жидкостей в тонких структурах. Под «тонкими структурами» понимаются
геометрические конфигурации системы, в которых масштаб в одном направлении
значительно меньше, чем в другом, за счёт чего можно понизить размерность систе-
мы, сохраняя при этом динамику изначальной системы. Приближение тонкого слоя
для процесса вытяжки достаточно подробно описано в диссертации [1] для различ-
ных конфигураций задач, таких как двумерные вязкие листы (дисплеи), осесиммет-
ричные волокна (оптоволокно), неосесимметричные волокна и трехмерные листы.
Процесс вытяжки предполагается непрерывным, поэтому при производстве важно
следить за его стабильностью, так как это напрямую влияет на качество изделия:
если процесс будет нестабильным, то могут возникнуть различные дефекты в струк-
туре, которые впоследствии влияют не только на внешний вид, но и на прочность
изделия. Явление, которое описывает потерю стабильности процесса – резонанс при
вытяжке – неустойчивости, которая возникает в процессе вытяжки и характеризует-
ся колебательными изменениями в размерах формы цилиндра. Основной параметр
этого процесса – коэффициент перетяжки, равный отношению скорости вытяжки
на выходе к скорости на входе. Считается, что процесс вытяжки становится неста-
бильным, когда коэффициент пересекает критическое значение. Это явление можно
увидеть при помощи линейного анализа устойчивости. Для каждого процесса крити-
ческий коэффициент перетяжки свой, на него влияет множество внешних факторов,
таких как внешнее давление, влажность, температура и т. д. Поэтому в условиях
производства крайне важно знать, какой критический коэффициент перетяжки у
данного процесса, какие параметры среды на него влияют, а главное, что проис-
ходит после его превышения и насколько критично это превышение для качества
изделия, что может показать нелинейный анализ устойчивости.
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Резонанс при вытяжке – известное явление в среде моделирования формовки
стекла и полимеров, ему посвящено достаточно исследований с различными кон-
фигурациями систем и зависимостей от множества параметров. Например, в ста-
тье [2] представлен краткий хронологический отчет об исследовании резонанса при
вытяжке и предложен новый метод анализа резонанса вытяжки, основанный на вза-
имоотношении времен прохождения кинематических волн в системе вытяжки, что
позволило более точно определить условия возникновения резонанса и предложить
способы его устранения. В статье [3] найдена асимптотика собственных значений,
что дает представление о качественной природе собственного спектра; она показыва-
ет, что существует бесконечно много собственных значений. Кроме того, некоторые
неустойчивости могут быть предсказаны на основе анализа этого предела. В ста-
тьях [4, 5] было показано влияние нагрева и охлаждения с вязкостью, зависящей от
температуры, и гравитации с инерцией на критический коэффициент перетяжки в
модели тонкого листа и рассчитаны значения параметров, при которых эти эффекты
добавляют устойчивости процессу вытяжки.

2. Изовязкое течение

Рассмотрим уравнения Навье-Стокса в \BbbR 3, описывающие движение вязкой жид-
кости:

\rho 

\biggl( 
\partial \bfu 

\partial t
+ \bfu \cdot \nabla \bfu 

\biggr) 
= \nabla \cdot \sigma + \bff , (1)

\nabla \cdot \bfu = 0, (2)

где \rho — плотность жидкости, \bfu = (u, v, 0) — поле скоростей, \mu = \mu (x, r) — переменная
вязкость, \bff — поле внешних сил, \sigma — тензор напряжений,

\sigma =  - p\bfI + (\mu (\nabla \bfu + (\nabla \bfu )\mathrm{T}), (3)

p — давление, \bfI — единичный тензор. Из них при помощи приближения тонкого слоя
получаются уравнения для вертикальной вытяжки стеклянного цилиндра:

(A)t + (Au)x = 0, (4)
\partial 

\partial x
(3Aux\mu ) = 0, (5)

где u — компонента скорости вытяжки по x, A — площадь сечения стеклянного
цилиндра. Граничные условия:

A| x=0 = A0, u| x=0 = u0, u| x=L = uL (6)

Обезразмеренное стационарное решение уравнений вытяжки с такими граничными
условиями:

u(x) = DRx, A(x) = DR - x, (7)

где DR =
uL
u0
, x =

x\prime 

L
, u(x) =

u\prime (x)

u0
, A(x) =

A\prime (x)

A0

.

Для понимания того, как ведёт себя процесс вытяжки при различных коэффи-
циентах перетяжки, необходимо исследовать стационарное решение системы (4)-(5)
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на устойчивость. Представим малое возмущение в виде u(x, t) = \^u(x)ei\omega t, A(x, t) =
\^A(x)ei\omega t, где \^u(x) — амплитуда возмущения, \omega — частота. От знака мнимой части \omega 
будет зависеть устойчивость процесса. Нестационарное решение системы ищем как
сумму стационарного решения и возмущения:

u(x, t) = ust(x) + \^u(x)ei\omega t (8)

A(x, t) = Ast(x) + \^A(x)ei\omega t, (9)

с граничными условиями \^u(0) = \^A(0) = \^u(1) = 0, ust(x), Ast(x) – стационарное реше-
ние (7). Далее подставляем нестационарное решение в систему, отбрасываем нели-
нейные члены, решаем полученную систему и выводим трансцендентное уравнение
на \omega :

0 =

\biggl[ 
i\omega L

ust \mathrm{l}\mathrm{n}DR
 - DR

\biggr] \biggl[ 
Ei

\biggl( 
i\omega L

ust \mathrm{l}\mathrm{n}DR

\biggr) 
 - Ei

\biggl( 
i\omega L

ustDR \mathrm{l}\mathrm{n}DR

\biggr) \biggr] 
+

+DR
\Bigl[ 
ei\omega L(ustDR) - 1 \mathrm{l}\mathrm{n} - 1DR  - ei\omega Lu

 - 1
st \mathrm{l}\mathrm{n} - 1DR

\Bigr] 
(10)

На рис. 1 показана зависимость мнимой части \omega от коэффициента перетяжки.
Красная кривая соответствует моделированию в COMSOL, синяя – решению урав-
нения методом Ньютона.

Рис. 1. Анализ линейной устойчивости. Критический коэффициент перетяжки DRc = 20.2

Из графика на рис. 1 видно, что мнимая часть пересекает ноль при критическом
коэффициенте перетяжкиDRc = 20.2. Это значит, что для данной постановки задачи
(изовязкое течение без внешних сил), процесс вытяжки теряет устойчивость при
коэффициентах перетяжки больше 20.2.

3. Изовязкое течение с гравитацией

Потеря устойчивости для модели изовязкого течения без каких-либо внешних сил
– значительно упрощенная задача реального процесса. Для того, чтобы приблизить
модель к реальному процессу, необходимо добавить внешние силы и проанализиро-
вать, как влияют характерные параметры этих воздействий на устойчивость.
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Система уравнений вытяжки с гравитацией:\left\{             

(A)t + (Au)x = 0,
\partial 

\partial x
(3Aux\mu ) =  - StA,

A| x=0 = 1,

u| x=0 = 1, u| x=1 =
uL
u0
.

(11)

Линейная устойчивость системы (11) исследовалась методом конечных элемен-
тов. Результаты представлены на рис. 2.

Рис. 2. Зависимость от числа Стокса

На рис. 2 приведена зависимость критического коэффициента перетяжки от чис-
ла Стокса. Видно, что критический коэффициент перетяжки увеличивается вместе
с увеличением числа Стокса, а это значит, что система становится более устойчивой
при увеличении сил гравитации и/или уменьшении вязких сил. Отсюда можно сде-
лать вывод, что сила тяжести стабилизирует поток стекла и менее вязкое течение
более устойчиво.

4. Изовязкое течение с теплопередачей

Применяя приближение тонкого слоя, получим дополнительное уравнение в си-
стему, используя уравнения Фурье-Кирхгоффа с радиационным источником излуче-
ния: \left\{                     

(A)t + (Au)x = 0,
\partial 

\partial x
(3Aux\mu (T )) =  - StA,

\mathrm{P}\mathrm{e} A(Tt + uTx) = (ATx)x + a

\sqrt{} 
A

\pi 
(T 4

0 (x) + T 4)

A| x=0 = 1,

u| x=0 = 1, u| x=1 =
uL
u0
,

(12)

где \mathrm{P}\mathrm{e} =
\rho cUL

kc
– число Пекле, a =

\sigma SB\epsilon T
3

kc
.
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В этой постановке задачи мы изучали зависимость критического коэффициен-
та перетяжки, изменяя параметры внешней температуры, а именно, максимальную
температуру Tmax и ширину зоны локального нагрева ahot. Рис. 3 показывает за-
висимость логарифма отношения критического коэффициента перетяжки DRc при
заданных параметрах (Tmax и ahot) к коэффициенту перетяжки в постановке задачи
без дополнительных эффектов DRc0 от этих параметров. Процесс становится более
стабильным с независимым друг от друга увеличением параметров локального на-
грева. Стоит отметить, что добавление нагрева в систему делает ее более стабильной
примерно в 100 раз в начале красной области.

Рис. 3. Зависимость логарифма отношения коэффициента перетяжки задачи к коэффициенту
перетяжки задачи без эффектов от параметров локального нагрева.

5. Нелинейный анализ: численное моделирование

Нелинейный анализ устойчивости покажет, что будет происходить с системой
после перехода через критический коэффициент перетяжки: действительно ли воз-
никают экспоненциально растущие колебания. Будем решать уравнения вытяжки
(4)-(5) с помощью метода конечных элементов в пакете COMSOL Multiphysics. Рас-
смотрим нестационарную задачу, для которой в качестве начальных условий будем
брать форму собственных функций линейной задачи при разных коэффициентах
перетяжки DR.

На рис. 4 представлена зависимость значения площади A(x) в конечной точке
x = 1 от времени при различных коэффициентах перетяжки.

Поскольку критический коэффициент перетяжки DRc = 20.2, то мы ожидаем,
что при DR < DRc нестационарное решение со временем будет сходится к стацио-
нарному, что и можно наблюдать на рис. 4 a для DR = 19. На остальных графиках
мы видим, что колебания достигают определённой амплитуды и дальше не растут,
причём, чем больше коэффициент перетяжки, тем больше амплитуда колебаний.

Зависимость амплитуды колебаний площади на выходе от коэффициента пере-
тяжки можно увидеть на рис. 5. Также можно заметить, что при росте коэффициента
перетяжки возникают огибающие колебания.

На рис. 6 приведён частотный спектр нестационарных решений (фурье-коэффи-
циент представлен в децибелах). С увеличением коэффициента перетяжки домини-
рующая частота f = 7.2 мГц сдвигается влево и начинают проявляться кратные
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Рис. 4. Колебания площади на выходе при a) DR = 19; b) DR = 21

Рис. 5. Зависимость амплитуды колебаний площади на выходе от коэффициента перетяжки

более коротковолновые моды.

6. Выводы

Итого, в данной работе получены уравнения вытяжки с помощью приближения
тонкого слоя из уравнений Навье-Стокса, проведён анализ линейной устойчивости
процесса вытяжки стеклянного цилиндра, найден критический коэффициент пере-
тяжки DRc = 20.2, при котором система теряет устойчивость, и показано, что систе-
ма становится устойчивее при учете как гравитации, так и локального нагрева. Кроме
того, с помощью численного моделирования найдена зависимость амплитуд и частот-
ного спектра колебаний при удалении от критического коэффициента перетяжки и
показано, что при его превышении в системе возникают постоянные колебания.
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Рис. 6. Частотный спектр колебаний нестационарной задачи при разных коэффициентах
перетяжки DR: a) DR = 21; b) DR = 30
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glass cylinder draw
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Abstract: The paper considers the process of a glass cylinder draw and investigates
the phenomenon of draw resonance — this is an instability that occurs during drawing
and is characterized by oscillatory changes in the size of the cylinder shape. A linear
stability analysis with various effects, such as gravity and local heating, was carried
out, and the stability of the process was analyzed depending on the characteristic
parameters of the problem. Also, a nonlinear stability analysis is numerically carried
out and it is shown that when the process loses stability, stable oscillations occur in
the system.
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концентраций веществ в диффузионной модели
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Язовцева О.С.1, Губайдуллин И.М.2, Иншакова А.С.3, Родькина Д.А.3
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Аннотация: В статье предложена методика исследования динамической устой-
чивости решений системы параболических уравнений, описывающей математи-
ческую модель гомогенной реакции в зерне катализатора. Нелинейная модель
построена с использованием диффузионного подхода – учитывается диффузия
компонент по радиусу гранулы, их расход и образование за счет химических реак-
ций. Исследование динамической устойчивости предполагает разложение реше-
ний в ряд методом Галеркина с использованием непрерывных базисных функций.
Из условия ортогональности невязки построена нелинейная система обыкновен-
ных дифференциальных уравнений относительно весовых функций, для которой
найдены положения равновесия. В окрестности каждого из положений равно-
весия система обыкновенных дифференциальных линеаризована. На основании
знаков собственных значений линейного приближения сделан вывод об устойчи-
вости решений. Далее вывод распространен на решения первоначальной системы
– концентрации веществ в модели зерна катализатора.

Ключевые слова: параболические уравнения, метод Галёркина, линеаризация, ди-
намическая устойчивость, зерно катализатора

В химических производствах наиболее распространенные процессы – каталитиче-
ские. Обилие разновидностей катализаторов дает возможность выбрать подходящие
условия протекания для весьма большого количества реакций. Учитывая, что про-
цедура натурных экспериментов достаточно трудоёмка, длительна по времени и тре-
бует немалых материальных затрат, рационально и в то же время удобно использо-
вать математическую модель реального процесса, которая позволяет в сравнительно
короткие сроки исследовать множество характеристик описываемых объектов при
различных условиях [1].

Одной из основ математического моделирования промышленных каталитических
процессов является математическое описание отдельного зерна катализатора [3, 4].

По причине многофакторности химико-технологических процессов непосредствен-
но возникают задачи анализа влияния различных условий на течение процесса. Мно-
гочисленные промышленные задачи предполагают существенный объем вычислений,
которые в некоторых случаях обеспечивают, тем не менее, довольно невысокую точ-
ность [5].

Динамической устойчивостью решения нестационарной системы уравнений мате-
матической физики можно назвать малое отклонение решения от первоначального
положения при внесении возмущений в начальные данные [6–8]. Для обеспечения
динамической устойчивости химического процесса необходимо контролировать ряд

*Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда № 19-71-30012.
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параметров, таких как температура, скорость подачи реакционной смеси, концентра-
ции веществ и т. п. Отсутствие динамической устойчивости процесса может привести
к снижению эффективности, увеличению расходов на энергию и сырье, а также по-
вышению риска аварийных ситуаций. На практике обеспечение условий, отвечающих
динамической устойчивости, является важной задачей для производства.

Целью настоящей работы является анализ динамической устойчивости решений
математической модели гомогенной химической реакции в сферическом зерне ката-
лизатора.

Рассмотрим одностадийную реакцию и определим ее скорость \omega :

X1 +X2 \rightarrow X3, \omega = k(T ) x1 x2. (1)

Здесь X1 и X2 – реагенты, X3 – продукт реакции, xi – концентрации Xi, i = 1, 3,
k(T ) – константа скорости химической реакции, T – температура.

В работе будем рассматривать реакцию, протекающую при постоянной темпера-
туре: изотермическую или с постоянным подводом и отводом энергии. В этом случае
k(T ) \equiv k.

Математическая модель гомогенной реакции в сферическом зерне катализатора
в этом случае имеет вид:

\varepsilon 
\partial xi
\partial t

= D
1

r2
\partial 

\partial r

\biggl( 
\partial xi
\partial r

\biggr) 
+ \nu i\omega ,

3\sum 
i=1

xi = const. (2)

Здесь t – время, r – координата по радиусу зерна катализатора, D – коэффициент
диффузии реакционной смеси в поры зерна, \nu i – стехиометрический коэффициент
из схемы (1), домноженный на некоторый постоянный множитель, зависящий от
размерности xi.

В качестве начально-краевых условий в центре зерна как в точке симметрии
приняты условия отражения, а на внешней границе зерна – условия втекания:

\partial xi
\partial r

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
r=0

= 0, xi
\bigm| \bigm| 
r=R

= x0i , xi(0) = x0i , i = 1, 3, (3)

где R – радиус зерна катализатора.
У системы (2) существует первый интеграл, в силу чего можно рассматривать

только два первых уравнения. Вывод относительно поведения компоненты x3 будет
сделан на основе поведения x1 и x2.

Разложение решения по методу Галеркина, соответствующее граничным услови-
ям (3), будет иметь следующий вид:

\^xi = vi(t) \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}
\Bigl( \pi r
R

\Bigr) 
+ ui(t) \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}

\biggl( 
2\pi r

R

\biggr) 
. (4)

При подстановке решения (4) в систему (2) получим невязку N(t, r). Условие
ортогональности примет следующий вид:

R\int 
0

N(t, r) \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}

\biggl( 
k\pi 

R

\biggr) 
dr = 0, k = 1, 2. (5)
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При интегрировании получим нелинейную систему вида:\left\{         
\.v1 = f1(v1, v2, u1, u2),

\.u1 = g1(v1, v2, u1, u2),

\.v2 = f2(v1, v2, u1, u2),

\.u2 = g2(v1, v2, u1, u2).

(6)

У системы (6) существует три положения равновесия: два ненулевых и одно ну-
левое. Построив матрицу Якоби для системы (6), найдем собственные значения этой
матрицы в окрестностях каждого из положений равновесия:\biggl( 

\alpha 1
D

k
, - \alpha 2

D

k
, - \alpha 3

D

k
, - \alpha 4

D

k

\biggr) 
,

\biggl( 
\beta 1
D

k
, - \beta 2

D

k
, - \beta 3

D

k
, - \beta 4

D

k

\biggr) 
,\biggl( 

 - \gamma 1
D

k
, - \gamma 2

D

k
, - \gamma 1

D

k
, - \gamma 2

D

k

\biggr) 
, (7)

где \alpha i, \beta i, \gamma i – положительные вещественные числа.
В первых двух наборах собственных значений присутствуют положительные чис-

ла, что означает неустойчивость двух ненулевых положений равновесия. Последний
набор свидетельствует об асимптотической устойчивости тривиального положения
равновесия. Поскольку решения системы (6) – это весовые функции в разложении
(4), неустойчивость положения равновесия системы (6) означает отсутствие динами-
ческой устойчивости решений (2), а асимптотическая устойчивость – наличие дина-
мической устойчивости.

Это означает, что для наличия динамической устойчивости решений системы
(2) необходимо выбирать начально-краевые условия (3) так, чтобы они приводили к
тривиальному положению равновесия.

Таким образом, безопасное течение процесса изотермической гомогенной хими-
ческой реакции возможно обеспечить подбором начальных концентраций веществ.

Перспективным направлением видится расширение предложенного алгоритма на
системы с учетом теплового баланса зерна катализатора, а также на процессы с
гетерогенной кинетикой.
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Abstract: The article proposes a method for studying the solutions’ dynamic stability
of parabolic system describing a mathematical model of a homogeneous reaction in a
catalyst grain. The nonlinear model is constructed using a diffusion approach – the
diffusion of components along the granule’s radius, their consumption and formation
due to chemical reactions are taken into account. The study of dynamic stability
involves the decomposition of solutions into a series by the Galerkin method using
continuous basis functions. A nonlinear system of ordinary differential equations with
respect to the weight functions is constructed from the orthogonality condition of
the residual. Its equilibrium positions are found. The system of ordinary differential
equations is linearized at the neighbourhood of each equilibrium. A conclusion is
made about the solutions’ stability based on the signs of the eigenvalues of the linear
approximation. Further, the conclusion is extended to the solutions of the initial
system – the concentration of substances in the catalyst grain model.

Keywords: parabolic equations, Galerkin method, linearization, dynamic stability,
catalyst grain.
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Abstract: The statement of the problem of vibrations of a beam with a moving
spring–loaded support carrying an attached mass is obtained. When the support is
not absolutely rigid, energy exchange occurs through the moving boundary. In this
regard, there is a difficulty in writing the boundary conditions. To formulate the
problem, we used the variational principle of Hamilton. In this case, the viscoelastic
properties of the beam material are taken into account. The problem posed includes
the differential equation of vibrations, initial conditions for the bent axis of the beam
and for the added mass, boundary conditions. The conditions on the moving boundary
are written as ratios between the values of the function and its derivatives to the left
and right of the boundary.

Keywords: oscillations of a beam, boundary conditions, variational principles, moving
spring support.

Among all the many problems of the dynamics of elastic systems from the point
of view of technical applications, the problems of oscillations in systems with moving
boundaries: longitudinal-transverse vibrations of the ropes of hoisting installations [1–6]
flexible transmission links [2], rods of solid fuel and beams of variable length, drill strings,
railway contact network [7], belt conveyors, etc.

In a mathematical setting, this is reduced to new problems in mathematical physics
– to the study of the corresponding equations of hyperbolic type in variable ranges of
variation of both arguments [4–6,8–10].

Until now, there is no general approach to the formulation of such problems, and
the authors in each specific case adapt the existing methods to solve the problem under
consideration. Here we note that the methods for solving these equations in variable
geometric domains are qualitatively different from the classical methods of mathematical
physics. In other words, the studied dynamic process develops over time.

The problems of oscillation of systems with moving boundaries have been solved
mainly with a linear setting and rigid fixation of boundaries, when there is no energy
exchange across the boundary [1–3, 7, 11]. In rare cases, the effect of damping forces was
taken into account. Real technical objects are much more complicated. Problems about
vibrations of a beam with a moving support belong to a wide class of problems related to
the vibrations of objects with moving boundaries. In all the cases considered earlier, the
rigid fastening of the moving support excluded the exchange of energy through it. In the
presence of energy exchange, the complexity in recording the conditions at the moving
boundary increases. In this paper, to formulate the problem, it is proposed to use the
variational principle of Hamilton.

In connection with the intensive development of numerical methods, it became possible
to de-scribe such objects more accurately, taking into account a large number of factors.
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Of all the possible laws of motion, in fact, one is realized for which the action

t1\int 
t0

(T  - U)dt (1)

where T and U are the kinetic and potential energies of the system takes a stationary
value [10].

A new nonlinear mathematical model of transverse vibrations of a viscoelastic beam
with a moving spring–loaded support carrying an attached mass is formulated. The
boundary conditions are obtained in the case of the interaction of the parts of the object to
the left and to the right of the moving boundary, taking into account the energy exchange
through it. The resulting mathematical model makes it possible to describe high–intensity
oscillations of systems with moving boundaries. Note that there are currently no methods
for the analytical solution of the problem posed, so this problem, apparently, can be solved
only by numerical methods.
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Abstract: The article presents the results of numerical simulation of a spherical catalyst
layer with single-stage kinetics. The model is described by partial differential equations.
The diffusion-reaction equations correspond to the material balance of the reaction’s
gas phase in the grain pores. The inhomogeneous equation of heat conductivity
corresponds to the heat balance. The decrease in the mass fraction of coke sediments
on the catalyst grain is described by an ordinary differential equation. Heat and
mass transfer in the reaction mixture layer is taken into account. The computational
algorithm is constructed using the integro-interpolation method. The results of the
software are the profiles of the distribution of temperature fields across the catalyst
layer, the dynamics of the mass fractions of the reaction mixture in the catalyst layer,
the average values of the concentrations of substances in the catalyst grain.

Keywords: mathematical modeling, integro-interpolation method, diffusion-reaction
equations, heat conductivity equation, oxidative regeneration.

The issue of resource conservation is one of the most important questions in our days.
An urgent task of industrial chemistry is to study the possibility of reuse of the catalyst
within the framework of this problem.

During the reactions, the catalyst inevitably loses its effectiveness, including by reducing
the active surface due to the accumulation of coke on the surface and in the grains’
pores [1]. One of the methods of restoring catalytic activity is the oxidative regeneration
– the burning of coke sediments with oxygen-containing gas [2]. The main disadvantage
of the reduction process is the prolonged exposure to high temperature on the catalyst,
which violates its physico-chemical properties, structure, and also leads to an increase in
the fragility of the material [3]. It is obvious that regeneration needs strict temperature
control while reducing the burning time. This leads to the need to predict the flow of the
process under various technological conditions.

Mathematical modeling is an effective mean of solving such problems [4]. Modern
computing capabilities make it possible to carry out serial calculations fairly quickly with
various input data of a mathematical model [5, 6].

The mathematical model of oxidative regeneration of the catalyst layer is two-phase
– the gas and solid phases are described separately. It is a system of partial differential
equations [7, 8]. The system includes equations of material balance by the number of
substances involved in the reaction. The material balance of the gas phase in the catalyst

*The work of O.S. Yazovtseva was supported by the Russian Science Foundation under grant no. 19-71-30012,
https://rscf.ru/en/project/19-71-30012/ and performed at Steklov Mathematical Institute of Russian Academy
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The work of I.M. Gubaydullin was supported by the state task of the Institute of Petrochemistry and Catalysis
of the Russian Academy of Sciences (theme No. FMRS-2022-0078).
The work of A.N. Zagoruiko was supported by the Boreskov Institute of Catalysis (project AAAA-A21-
121011390010-7).
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grain (oxygen and carbon dioxide) is described by diffusion equations with a source term
corresponding to chemical transformations – diffusion-reaction equations. The decrease of
coke mass fraction on the catalyst grain is described by an ordinary differential equation.
The model also includes the equations of the thermal balance for the catalyst grain
– the heat exchange of the gas and catalyst layers, the heating of the grain due to
chemical reactions and its propagation along the reactor’s length is taken into account.
The calculations are performed under the assumption of grain isothermicity, which greatly
simplifies the model and the computational algorithm for it [9]. In turn, the material and
thermal balances of the gas in the catalyst layer are described by the heat and gas transfer
equations, respectively, taking into account the heat and mass transfer of the gas and the
catalyst layer.

The initial boundary conditions for the system describe the entry of gas into the
catalyst layer and heat and mass transfer at the grain boundary. The difference scheme
for the model is based on the integro-interpolation method and has an explicit-implicit
character [10].

The computational algorithm is implemented in C++. The results of the software are
the profiles of the distribution of temperature fields across the catalyst layer, the dynamics
of the mass fractions of the reaction mixture in the catalyst layer, the average values of
the concentrations of substances in the catalyst grain.

The pictures fig. 1Fig. 1:-2Fig. 2: present changes of characteristics. The initial values
is follow. Oxygen in the catalyst pores and in the reaction gas is 100%, catalyst’s temperature
is 273 K (0\circ C), temperature of reaction mixture is 793 K (520\circ C).

Different lines on the graphs correspond to different lengths of the catalyst layer in
meters (transcript in the right columns).

Fig. 1: Oxygen in pores, mole fractions Fig. 2: Oxygen in gas, mole fractions

Fig. 1: Gas temperature, K Fig. 2: Catalyst temperature, K

The temperature of the grain is compared with the temperature of the gas over time.
Reactions go fast enough from the first minute. Oxygen in the grain’s pores burns

out, while the mass transfer between the grain and the gas layer is not fast enough for
smooth burning. This leads to low oxygen concentrations both in the pores and in the gas
layer at the first minutes.
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The oxygen concentration reaches the initial value by the end of the burn (about
thirty minutes) due to the fact that the coke has burned out and the reaction is not going
on.
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