
XV Международная научная конференция
”Дифференциальные уравнения и их приложения в математическом моделировании”

Саранск, 15-18 июля 2021

УДК 519.633.6+536.21+538.945

Математическое моделирование пик-эффекта в
осесимметричных жестких сверхпроводниках

Кузьмичев Н. Д., Шушпанов А. А., Васютин М. А., Лапшина Е. А.

Национальный исследовательский Мордовский государственный университет

В настоящее время жесткие сверхпроводники 2-го рода широко используются на прак-
тике. Для их применения необходимо учитывать их критические параметры. Эти характе-
ристики можно получить экспериментально путем бесконтактных измерений. В последнее
время используются материалы с гранулированной структурой, частицы которых в первом
приближении можно считать сферами или эллипсоидами. Определение критических пара-
метров образцов с помощью бесконтактных измерений – сложная задача. В свою очередь,
актуальным вопросом является моделирование отклика сверхпроводящего образца на ме-
няющееся магнитное поле. В работе рассмотрены задачи с осевой симметрией: короткие ци-
линдры и эллипсоиды вращения в полях, параллельных оси вращения. В этом случае доста-
точно провести расчет для осевого сечения, а экранирующий сверхток и вектор-потенциал
имеют только азимутальную компоненту.

Плотность сверхтока зависит от силы пиннинга вихрей Абрикосова, которая в свою
очередь, зависит от магнитного поля. Рассмотрим локальный случай, когда критическая
плотность тока в точке зависит от поля в этой точке. В данной работе в качестве полевой
зависимости плотности тока выбрана модель Кима:

Jc =
Jc0\biggl( 

1 +
| B| 
B0

\biggr) (1)

Здесь B – индукция магнитного поля, B0 – характерное поле и Jc0 – критическая плот-
ность тока при B = 0. Обычно критическая плотность тока монотонно убывает, но в неко-
торых сверхпроводниках наблюдается рост Jc при увеличении магнитного поля. Данная
особенность получила название пик-эффект. В работе [1] предложено моделировать пик-
эффект путем модификации полевой зависимости критического тока:

Jc(B) = Jc0(B)(1 + fpeak(B)) (2)

В качестве пик-функции fpeak в работе будут использованы обобщенная колоколооб-
разная, модифицированная Гауссова и экспоненциально-логарифмическая функции.

Рассмотрим изотропный локальный случай \bfB (\bfH ) = \mu 0\bfH и вольтамперную характери-

стику \bfE =
E(J)\bfJ 

J
. Где \bfH – напряженность внешнего магнитного поля и \bfE – напряженность

электрического поля, созданная внутри сверхпроводника изменяющимся магнитным пото-
ком. Удельное сопротивление \rho аппроксимируем степенной функцией

\rho =
E(J)

J
= Ec

\biggl( 
J

Jc

\biggr) n

J
,

где n \geqslant 1, границы образца b \geqslant y \geqslant  - b, r = (x2 + y2)0.5 \leqslant a(y), a(y) – функция границы.
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Основное уравнение движения плотности тока, интегральное по координатам и диффе-
ренциальное по времени приведено в работах [2, 3] и имеет вид:

dJ(\bfr , t)

dt
= \mu  - 1

0

a\int 
0

dr

b\int 
0

dyQ - 1
cyl(\bfr , \bfr 

\prime )

\biggl[ 
E(J) - r\prime 

2
\.Ba

\biggr] 
. (3)

Здесь Ba = Ba(t) – индукция внешнего приложенного магнитного поля, зависящая
от времени t по заданному закону, например, гармоническому или линейному, а Qcyl(\bfr , \bfr 

\prime )
– ядро интегрального уравнения, выраженное через эллиптические функции [3, 4]. Для
моделирования пик-эффекта воспользуемся функциями:

fpeak(B) = A/

\left(  1 +

\Biggl( 
| B|  - Bp

Bw

\Biggr) 2
\right)  , (4)

fpeak = A
| B| 
Bp

exp

\Biggl( 
 - 

(| B|  - Bp)
2

2B2
w

\Biggr) 
, (5)

fpeak = A \cdot exp

\Biggl( 
 - 

(ln | B| /Bp)
2

2(Bw/Bp)2

\Biggr) 
, (6)

где Bp – поле, соответствующие максимуму пика, Bw – поле, характеризующее ширину
пика, A – амплитуда пика.

На рис. 1 представлены зависимости критической плотности тока с использованием
пик-функций (4)-(6).

Рис. 1. Вид критической плотности тока при использовании пик-функций (4)-(6) с параметрами
A = 0.5 Jc0, Bp = 2 Jc0 \cdot a, Bw = 0.5 Jc0 \cdot a
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Расчеты проводились на шарообразном образце радиусом a. Плотность сетки составля-
ет 15 точек на единицу размера. Внешнее поле выбрано линейно нарастающим. Показатель
степени в вольтамперной характеристике выбран n = 51. Результаты расчетов приведены
на рис. 1 и 2. При построении графиков напряженность внешнего магнитного поля норми-
рована на величину Jc \cdot a, магнитный момент – на Jc \cdot a4.

Рис. 2. Петли гистерезиса для намагниченности сферического образца в модели Кима для пик-
функций (4)-(6) с параметрами A = 0.3 Jc0, Bp = 2 Jc0 \cdot a, Bw = 0.4 Jc0 \cdot a

Рис. 3. Петли гистерезиса для намагниченности сферического образца в модели Кима для пик-
функции (4) для различных положений максимума, A = 0.5 Jc0, Bw = 0.5 Jc0 \cdot a
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Таким образом в результате проведенных расчетов в работе получены петли гистере-
зиса намагниченности для цилиндрического и шарообразного образцов с использованием
различных моделей пик-эффекта.
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