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Периодические массивы наноразмерных объектов различной структуры в последнее
время привлекают пристальное внимание специалистов в качестве источника новых мате-
риалов, обладающих уникальными свойствами. Особое внимание уделяется структурам с
различной геометрией решётки на основе квантовых точек. Исследователям удалось со-
здать такие массивы как с квадратной [1] так и с гексагональной [2, 3] решёткой и экспе-
риментально изучить их свойства в магнитных полях. В этой связи представляется акту-
альным построение и исследование свойств математических моделей массивов квантовых
точек различной геометрии в магнитных полях.

Будем рассматривать периодический массив квантовых точек на плоскости, помещён-
ный во внешнее перпендикулярное однородное магнитное поле \bfB . Для удобства будем отож-
дествлять точки плоскости массива с точками комплексной плоскости \BbbC . Тогда решётка
периодов массива квантовых точек может быть описана при помощи множества

\Omega = \{ \lambda \in \BbbC : \lambda = \lambda 1\omega 1 + \lambda 2\omega 2, \lambda 1, \lambda 2 \in \BbbZ \} ,

где \omega 1, \omega 2 \in \BbbC – образующие решётки. В гексагональном случае решётка \Omega будет ромбиче-
ской с образующими: \omega 1 = l, \omega 2 = le

\pi 
3
i, а кристаллическая решётка массива \Gamma = \Omega +K, где

K = \{ 0, b\} , b = 2
3(\omega 1 +\omega 2). Считаем, что в каждом узле решетки \Gamma расположена квантовая

точка, площадь которой равна 1
4 площади элементарной ячейки, l – сторона ромба. Через

F\lambda будем далее обозначать элементарную ячейку, отвечающую \lambda \in \Omega .
Выберем векторный потенциал поля \bfB в виде

A1(z) =  - B
2
Im(z), A2(z) =

B

2
Re(z), A3(z) = 0, z \in \BbbC .

Тогда гамильтониан свободной заряженной частицы в массиве квантовых точек можно фор-
мально записать в виде следующего дифференциального оператора

H0 =
1

2m\ast 

\biggl( 
\hbar 
i
\nabla  - e

c
\bfA (z)

\biggr) 2

+ V (z), (1)

где m\ast – эффективная масса частицы, e – ее заряд, c – скорость света, а V (z) =
\sum 
\gamma \in \Gamma 

V\gamma (z) –

потенциал конфайнмента массива квантовых точек. Будем считать, что все квантовые точ-

ки одинаковы и имеют параболический потенциал конфаймента, тогда V\gamma (z) =
\hbar 2| z  - \gamma | 2

2m\ast d4
,

где d – характерный размер квантовой точки. Далее будем использовать систему единиц,

где \hbar = e = c = 1, m\ast =
1

2
.
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Очевидно, что оператор (1) не является самосопряженным. Для построения математи-
ческой модели воспользуемся процедурой сужения-расширения, предложенной в [4]. Рас-
смотрим сужение S оператора H0 на пространство \scrD =

\bigoplus 
\lambda \in \Omega 

C\infty 
0 (F\lambda \setminus \{ \lambda +K\} ). Будем искать

резольвенту RA гамильтониана модели H как самосопряжённое расширение S при помощи
формулы М. Г. Крейна для резольвент [5]

RA(z) = R0(z) - B(z)[Q(z) - A] - 1B\ast (\=z), (2)

где R0 – резольвента невозмущённого оператора, B иQ – \Gamma  - иQ - функции Крейна соответ-
ственно, A – самосопряжённый оператор в пространстве граничных значений, параметри-
зующий расширения (в нашем случае его можно считать изоморфным l2(\Omega )\otimes \scrG K , dim\scrG K =
| K| ). Среди всех расширений нас интересуют только те, которые будут инварианты отно-
сительно операторов представления дискретной группы магнитных трансляций по решетке
\Omega с образующими Tj\psi (z) = e\pi iIm(B\omega jz)[\omega j ]\psi (z), где [\cdot ] – обычная трансляция по решётке.
Этот факт даёт нам следующее условие на матрицу оператора A

A(\gamma , \gamma \prime ) = exp(\pi i\xi Im((\gamma \prime  - \gamma )(\gamma \prime  - k)))A(\gamma  - \gamma \prime + k, k), (3)

где \gamma , \gamma \prime \in \Gamma , k \in K, \xi – плотность потока магнитного поля \bfB . Также будем считать, что
в рассматриваемой нами модели туннелирование заряженной частицы возможно только в
соседнюю квантовую точку, что даёт нам дополнительное условие

A(u, b) =

\left\{     \alpha , u = \omega 1, \omega 2, \omega 1 + \omega 2,

0, во всех остальных случаях,
(4)

\alpha – константа, выбираемая из физических соображений.
В случае рациональных значений магнитного потока \Phi = N/M(N \in \BbbZ ,M \in \BbbN ) через

элементарную ячейку решётки \Omega возможно провести разложение оператора H в прямой
интеграл по спектру неприводимых представлений группы магнитных трансляций и свести
исследование спектра оператора H к решению т. н. дисперсионного уравнения

det[ \~Q(\bfp , z) - \~A(\bfp )] = 0, (5)

где \bfp \in \BbbT 2
\Phi = [0, 1/M)\times [0, 1), матрицы \~Q(\bfp , z) и \~A(\bfp ) – самосопряжённые конечной размер-

ности 2M\times 2M . Блоки матрицы \~Q(\bfp , z) находим, используя результаты [4] и [6], а элементы
\~A(\bfp ) определяем из условий (3) и (4) и результатов [4].

Рис. 1. Диаграмма «поток-энергия» для гексаго-
нальной решётки

Рис. 2. Диаграмма «поток-энергия» для квадрат-
ной решётки
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Из (2) ясно, что спектр гамильтониана H модели будет состоять из двух частей: беско-
нечно вырожденных собственных значений

Enm =

\sqrt{} 
B2 +

2

d2
(| m| + 1 + 2n) +Bm, (n \in \BbbN ,m \in \BbbZ , m \not = 0, - 1)

гамильтониана одиночной квантовой точки, и решений уравнения (5). Поскольку матрицы
\~A и \~Q получены в явном виде, для решения уравнения (5) можно использовать стандартные
численные методы линейной алгебры. В результате проведённых вычислений для \alpha = 0.1
была получена диаграмма зависимости энергии E заряженной частицы от потока \Phi одно-
родного магнитного поля в моделируемой системе, приведённая на рис. 1. Из диаграммы
видно, что для рациональных значений потока \Phi каждая из зон спектра распадается на 2M
подзон. Сравнение с аналогичной диаграммой для квадратной решётки (рис. 2) показыва-
ет, что в ширина зон становится меньше, число лакун в спектре увеличивается. Особенно
отчётливо это заметно при \Phi = 1/2, где в случае квадратной решётки вообще отсутствуют
лакуны в зоне проводимости. Кроме того, существенно меняется сама структура спектра.

Полученный результат показывает, что геометрия решётки оказывает значительное
влияние на спектральные свойства периодического массива квантовых точек в однородном
магнитном поле.
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