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Аннотация: Рассмотрен аналитический метод решения волнового уравнения,
описывающего колебания систем с движущимися границами. С помощью замены
переменных, останавливающих границы и оставляющих уравнение инвариант-
ным, исходная краевая задача сведена к системе функционально – разностных
уравнений, которая может быть решена с помощью прямого и обратного методов.
Описан обратный метод, позволяющий аппроксимировать достаточно разнооб-
разные законы движения границ законами, полученными из решения обратной
задачи. Получены новые частные решения для достаточно широкого круга зако-
нов движения границ. Рассмотрен прямой асимптотический метод приближен-
ного решения функционального уравнения. Произведена оценка погрешностей
приближенного метода в зависимости от скорости движения границы.
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1. Введение

Одномерные системы, границы которых движутся, широко распространены в технике:
канаты грузоподъемных установок [1,4,8,11–15,21], гибкие звенья передач [1,2,5,16,19,20],
стержни твердого топлива [22], бурильные колонны [8] и т. д. Наличие движущихся границ
вызывает значительные затруднения при описании таких систем, поэтому здесь в основном
используются приближенные методы решения [1–4,8,10,16,17,20–22,25]. Из аналитических
методов наиболее эффективным является метод, предложенный в [5], который заключается
в подборе новых переменных, останавливающих границы и оставляющих волновое уравне-
ние инвариантным. В [6] решение ищется в виде суперпозиции двух волн, бегущих навстре-
чу друг другу. Эффективен также метод, используемый в [7], заключающийся в замене
геометрической переменной на чисто мнимую переменную, что позволяет свести волновое
уравнение к уравнению Лапласа и применить для решения методику теории функций ком-
плексного переменного.

В данной статье рассмотрен аналитический метод решения волнового уравнения, опи-
сывающего колебания систем с движущимися границами. С помощью замены переменных,
останавливающих границы и оставляющих уравнение инвариантным, исходная краевая за-
дача сведена к системе функционально – разностных уравнений, которая может быть реше-
на с помощью прямого и обратного методов. Описан обратный метод, позволяющий аппрок-
симировать достаточно разнообразные законы движения границ законами, полученными из
решения обратной задачи. Получены новые частные решения для достаточно широкого кру-
га законов движения границ. Рассмотрен прямой асимптотический метод приближенного
решения функционального уравнения. Произведена оценка погрешностей приближенного
метода в зависимости от скорости движения границы. В данном подходе удачно сочетается
методика, используемая в [5, 6, 9, 18,23,24].
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2. Постановка задачи

Рассмотрим свободные колебания в системе с движущимися границами.

utt(x, t) - a2uxx(x, t) = 0. (1)

Граничные условия на закрепленных концах имеют вид

u
\bigl( 
l1(t), t

\bigr) 
= 0; u

\bigl( 
l2(t), t

\bigr) 
= 0, (2)\bigl( 

l1(0) \leq x \leq l2(0)
\bigr) 
.

Здесь u(x, t) – смещение точки объекта с координатой в момент времени t; a – скорость
распространения волн в системе; l1(x), l2(x) – законы движения границ.

В работах [5,6] Весницким А.И. был предложен достаточно общий метод подбора новых
переменных для волнового уравнения. Следуя этому методу, замена переменных произво-
дится в следующем виде:

\xi = \varphi 
\bigl( 
t+ x/a

\bigr) 
 - \psi 

\bigl( 
t - x/a

\bigr) 
;

\tau = a - 1
\bigl[ 
\varphi (t+ x/a) + \psi (t - x/a)

\bigr] 
,

(3)

где \varphi и \psi – некоторые функции. В результате такой замены исходное уравнение остается
инвариантным (волновым), а \varphi и \psi определяются из условия постоянства \xi на границах.

В новых переменных \xi , \tau , определяемых соотношением (3), исходная задача (1), (2)
сводится к следующей

U\tau \tau (\xi , \tau ) - U\xi \xi (\xi , \tau ) = 0 (4)

при граничных условиях

U
\bigl( 
\ell 1(\tau ), \tau 

\bigr) 
= 0; U\xi 

\bigl( 
\ell 2(\tau ), \tau 

\bigr) 
= 0;\bigl( 

\ell 1(\tau ) \leq \xi \leq \ell 2(\tau )
\bigr) 
.

(5)

Здесь \tau , \xi безразмерное время (\tau \geq 0) и безразмерная пространственная координата; U(\xi , \tau ) =
u(x, t); \ell i(\tau ) – законы движения границ.

Граничные условия (5) в переменных \xi , \tau задаются на новых, вообще говоря, движу-
щихся границах, положение которых зависит от двух функций \varphi и \psi . Так как \varphi и \psi про-
извольны, можно потребовать, чтобы граничные условия записывались на неподвижных
границах, т.е. \ell 1 = const и \ell 2 = const;

\bigl( 
\ell 2 > \ell 1

\bigr) 
.

Для этого необходимо, чтобы \varphi и \psi удовлетворяли системе функциональных уравнений:\Biggl\{ 
\varphi 
\bigl( 
\tau + \ell 1(\tau )

\bigr) 
 - \psi 

\bigl( 
\tau  - \ell 1(\tau )

\bigr) 
= \ell 1;

\varphi 
\bigl( 
\tau + \ell 2(\tau )

\bigr) 
 - \psi 

\bigl( 
\tau  - \ell 2(\tau )

\bigr) 
= \ell 2,

(6)

которые однозначно определяют функции \varphi и \psi через известные законы движения гра-
ниц. При движении границ со скоростью большей скорости распространения волн решение
волнового уравнения становится некорректным, поэтому на скорость движения границ на-
кладывается ограничение

\bigm| \bigm| \ell \prime i(\tau )\bigm| \bigm| < 1. Постоянные \ell i могут быть произвольными, но не
равными величинами (например, \ell 1 = 0, \ell 2 = 1). Тогда система (6) примет вид:\Biggl\{ 

\varphi 
\bigl( 
\tau + \ell 1(\tau )

\bigr) 
= \psi 

\bigl( 
\tau  - \ell 1(\tau )

\bigr) 
;

\varphi 
\bigl( 
\tau + \ell 2(\tau )

\bigr) 
= \psi 

\bigl( 
\tau  - \ell 2(\tau )

\bigr) 
+ 1.

(7)

Существование решения данной системы было доказано в работе [5].
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Решение (4), (5) находится методом Фурье [24]:

U(\xi , \tau ) =
\infty \sum 
n=1

sin
\bigl( 
\omega 0n\xi 

\bigr) \bigl( 
Dn cos

\bigl( 
\omega 0n\tau 

\bigr) 
+ En sin

\bigl( 
\omega 0n\tau 

\bigr) \bigr) 
=

=

\infty \sum 
n=1

rn
\bigl\{ 
sin

\bigl( 
\omega 0n(\tau + \xi ) + \alpha n

\bigr) 
 - sin

\bigl( 
\omega 0n(\tau  - \xi ) + \alpha n

\bigr) \bigr\} 
, (8)

где \omega 0n

\bigl( 
\varepsilon 0\tau 

\bigr) 
=

\pi n

\ell 2  - \ell 1
; rn =

1

2

\sqrt{} 
D2

n + E2
n; \alpha n = arctg

\bigl( 
En/Dn

\bigr) 
.

Решение, полученное в работах [1–6,8–10] имеет вид, аналогичный (8).
Возвращаясь к переменным x и t, получим

u(x, t) =
\infty \sum 
n=1

rn
\bigl\{ 
sin

\bigl( 
\omega 0n\varphi (t+ x) + \alpha n

\bigr) 
 - sin

\bigl( 
\omega 0n\psi (t - x) + \alpha n

\bigr) \bigr\} 
. (9)

Здесь \varphi и \psi находятся из решений системы функциональных уравнений (7) по известным
законам движения границ, а постоянные Dn, En определяются из начальных условий.

Решить систему (7), вообще говоря, нелегко. При ее решении возможны два различных
подхода:

– обратная задача [5,6,8,9,18,22,23], т.е. по заданным «фазам» собственных колебаний
\varphi и \psi нахождение законов движения границ \ell i(\tau );

– прямая задача [17, 22], т.е. нахождение «фаз» собственных колебаний по заданным
законам движения границ \ell i(\tau ).

3. Решение обратной задачи

Для решения системы (7) А. И. Весницким [5] был использован обратный метод, т.е. по
заданным \varphi (z) и \psi (z) из получающейся системы уравнений находятся законы движения
границ \ell 1(\tau ) и \ell 2(\tau ). При решении обратной задачи уравнения системы (7) сводятся к ис-
следованию алгебраических или трансцендентных уравнений относительно \ell i(\tau ), которые
во многих случаях допускают точные решения. На основе обратной задачи Весницким А. И.
и Потаповым А. И. [5, 6] были получены решения для достаточно широкого круга законов
движения границ.

Система (7) имеет бесконечно много решений, так как на интервале [0, 1] функция \varphi (z)
и на интервале [ - 1, 0] функция \psi (z) могут задаваться произвольно и с помощью метода по-
следовательных приближений [24] находятся значения функций в других областях. Нам же
достаточно найти одно частное решение, определяющее взаимно-однозначное соответствие
точек z и точек y1 = \varphi (z); y1 = \varphi (z). Из всех решений нас интересуют только монотонные,
а монотонные решения в случае движения границ со скоростью меньшей скорости распро-
странения волн

\bigl( \bigm| \bigm| \ell \prime 1(\tau )\bigm| \bigm| < 1;
\bigm| \bigm| \ell \prime 2(\tau )\bigm| \bigm| < 1

\bigr) 
могут быть только монотонно возрастающими.

Лемма. Если функция \varphi (z) – монотонно возрастающая (убывающая), то функция \psi (z)
– также монотонно возрастающая (убывающая).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Действительно, из первого уравнения системы (7) при \tau = \tau 0

\varphi 
\bigl( 
\tau 0 + \ell 1

\bigl( 
\tau 0
\bigr) \bigr) 

= \psi 
\bigl( 
\tau 0  - \ell 1

\bigl( 
\tau 0
\bigr) \bigr) 
.

Теперь предположим, что \tau 1 > \tau 0 и функция \varphi (z) возрастает (убывает), тогда в случае
движения границ со скоростью меньшей скорости распространения волн

\bigl( \bigm| \bigm| \ell \prime 1(\tau )\bigm| \bigm| < 1;
\bigm| \bigm| \ell \prime 2(\tau )\bigm| \bigm| < 1

\bigr) 
будем иметь:

\tau 1 + \ell 1
\bigl( 
\tau 1
\bigr) 
> \tau 0 + \ell 1

\bigl( 
\tau 0
\bigr) 
;

\tau 1  - \ell 1
\bigl( 
\tau 1
\bigr) 
> \tau 0  - \ell 1

\bigl( 
\tau 0
\bigr) 
.
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Поскольку функция \varphi (z) в данном случае возрастает (убывает), то для выполнения
первого равенства системы (7) при \tau = \tau 1 необходимо, чтобы возрастала (убывала) функция
\psi (z), т.е. функция \psi (z) – также возрастающая (убывающая).

Покажем также, что монотонное решение системы (7) в случае движения границ со
скоростью меньшей скорости распространения волн может быть только возрастающим.

Действительно, учитывая неравенство \ell 1(\tau ) < \ell 2(\tau ) получим:

\tau + \ell 1(\tau ) < \tau + \ell 2(\tau ); \tau  - \ell 1(\tau ) > \tau  - \ell 2(\tau ).

Предположим, что \varphi (z) и \psi (z) убывают, тогда можно записать:

\varphi 
\bigl( 
\tau + \ell 2(\tau )

\bigr) 
< \phi 

\bigl( 
\tau + \ell 1(\tau )

\bigr) 
= \psi 

\bigl( 
\tau  - \ell 1(\tau )

\bigr) 
< \psi 

\bigl( 
\tau  - \ell 2(\tau )

\bigr) 
.

Однако данное неравенство противоречит второму уравнению системы (7). Следова-
тельно, функции \varphi (z) и \psi (z) могут быть только монотонно возрастающими. Лемма 3 дока-
зана.

Заметим, что из системы (7) функции \varphi (z) и \psi (z) определяются с точностью до кон-
станты в том смысле, что если \varphi (z) и \psi (z) решение системы (7), то \varphi (z) + C и \psi (z) + C
также являются решением (здесь C – произвольная постоянная). Поэтому для определенно-
сти можно выбрать такую функцию \psi (z), что \psi ( - 1) =  - 1. При этом из второго уравнения
системы (7) при \tau = 0 следует, что \varphi (1) = 0. Из первого уравнения системы (7) при \tau = 0
получим

\phi (0) = \psi (0).

При задании функций \varphi (z) и \psi (z) в них вводится несколько произвольных постоянных.
Зависимость найденных законов движения \ell 1(\tau ) и \ell 2(\tau ) от величин этих констант позволяет
аппроксимировать достаточно разнообразные законы движения границ законами, получен-
ными из решения обратной задачи.

Совокупность обратных решений достаточно широка. Приводимые ниже решения удо-
влетворяют соотношениям:

\ell 1(0) = 0; \ell 2(0) = 1; \psi ( - 1) =  - 1.

Множество полученных законов движения границ разбито на классы.
1. Решения, приведенные в таблице 1, относятся к классу А, когда левая граница непо-

движна и \phi (z) = \psi (z). Решения под номерами 1, 2, 3, 6, получены А. И. Весницким и
А. И. Потаповым [5,6], решения 4, 5, 7 получены впервые.

2. Следующий класс В определяется тем, что границы движутся по одинаковому закону:

\ell 1(\tau ) = \ell (\tau ); \ell 2(\tau ) = 1 + \ell (\tau ); \ell (0) = 0.

Поскольку движение границ взаимосвязано, то между функциями \varphi (z) и \psi (z) также
существует взаимосвязь. Она выражается функциональным уравнением:

\varphi 
\bigl( 
\=\varphi (\psi (z)) + 1

\bigr) 
 - \psi (z  - 1) = 1. (10)

Система (7) в данном случае может удовлетворяться только функциями, которые яв-
ляются решениями уравнения (10). Приведем два ранее не известных решения класса В:

1) \ell = v\tau ; \varphi (z) = (1 - v)z/2 + (1 + v)/2 - 1; \psi (z) = (1 + v)z/2 + (1 + v)/2 - 1;

2) \ell (\tau ) =
1

\alpha 
ln
\bigl[ \bigl( 
Be - \alpha \tau  - Ce\alpha \tau 

\bigr) 
/(B  - C)

\bigr] 
; \varphi (z) = B

\bigl( 
e - \alpha z  - 1

\bigr) 
 - C

\bigl( 
e - \alpha  - 1

\bigr) 
 - 1;

B = C + 1/
\bigl( 
e - \alpha  - 1

\bigr) 
; \psi (z) = C

\bigl( 
e\alpha z  - 1

\bigr) 
 - C

\bigl( 
e - \alpha  - 1

\bigr) 
 - 1.
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Таблица 1. Решения, относящиеся к классу А.

№ l2(\tau ) \varphi (z) = \psi (z)

1 v\tau + 1
Ln

\bigl[ 
(vz + 1)/(1 - v)

\bigr] 
Ln

\bigl[ 
(1 + v)/(1 - v)

\bigr]  - 1

2
\surd 
B\tau +B2/| B| 

\surd 
Bz +B + 0, 25 - 

\sqrt{} 
B2  - B + 0, 25 - 1

3 1/(4B\tau + 1) Bz2 + 0, 5z  - B  - 0, 5

4
1

\alpha 
arcsh

\Biggl[ 
0, 5

B1e\alpha \tau  - B2e - \alpha \tau 

\Biggr] 
B1

\bigl( 
e\alpha z  - e - \alpha 

\bigr) 
+B2

\bigl( 
e - \alpha z  - e\alpha 

\bigr) 
 - 1,

B1 = B2 + 1/
\bigl( 
e\alpha  - e - \alpha 

\bigr) 
, \alpha > 0

5
\sqrt{} 
(\tau +B)2

\bigl( 
\alpha 2  - 1

\bigr) 
+ 1 + 2\alpha B +B2  - \alpha (\tau +B)

Ln
\bigl[ 
(z +B)2 + 1 + 2\alpha B +B2

\bigr] 
Ln

\bigl[ 
(1 + \alpha )/(1 - \alpha )

\bigr] 
 - 

Ln
\bigl[ 
(B  - 1)2 + 1 + 2\alpha B +B2

\bigr] 
Ln

\bigl[ 
(1 + \alpha )/(1 - \alpha )

\bigr]  - 1

6
1

\alpha 

\Bigl[ 
 - d+

\sqrt{} 
1 + d2 + (\alpha \tau +B)2

\Bigr] 
,

arctg(\alpha z +B)

arcctg
\bigl[ \bigl( 
1 +B2  - \alpha 2

\bigr) 
/(2\alpha )

\bigr]  - 
d =

1 +B2  - \alpha 2

2\alpha 

arctg(B  - \alpha )

arcctg
\bigl[ \bigl( 
1 +B2  - \alpha 2

\bigr) 
/(2\alpha )

\bigr]  - 1

7
1

\alpha 

\Bigl( 
ln 1+

\surd 
1+4A2e2\alpha \tau 

2A

\Bigr) 
 - \tau Ae\alpha z +B, \alpha = ln

1 +
\surd 
1 + 4A2

2A

3. Для решений класса С границы движутся симметрично в разные стороны, т.е.

\ell 1(\tau ) =  - \ell (\tau ); \ell 2(\tau ) = \ell (\tau ).

Уравнение взаимосвязи функций \varphi (z) и \psi (z) здесь имеет вид:

\varphi (z) = \psi (z) + 0, 5.

Решения класса С получаются из решений класса А по следующим формулам:

\ell (\tau ) = \ell A(\tau ); \psi (z) =
1

2
\psi A(z); \varphi (z) = \psi (z) + 0, 5,

где с индексом А обозначены соответствующие функции решений класса А.
4. Решение класса D получено для случая, когда обе границы движутся равномерно:

\ell 1(\tau ) =
\bigl( 
B2  - B1

\bigr) 
\tau /

\bigl( 
B2 +B1

\bigr) 
; \ell 2(\tau ) =

\bigl( 
B2e

1/c  - B1

\bigr) 
\tau /

\bigl( 
B1 +B2e

1/c
\bigr) 
+ 1;

\varphi (z) = CLn
\bigl( 
B1z +D

\bigr) 
 - CLn

\bigl( 
D  - B2

\bigr) 
 - 1;

\psi (z) = CLn
\bigl( 
B1z +D

\bigr) 
 - CLn

\bigl( 
D  - B2

\bigr) 
 - 1;

D =
\bigl( 
B1 +B2e

1/c
\bigr) 
/
\bigl( 
e1/c  - 1

\bigr) 
.

Решение под номером один в таблице 1 может быть использовано при изучении колеба-
ний канатов грузоподъемных установок при равномерном подъеме (спуске) [1, 4, 11–15, 21].
Приведенные решения класса В могут быть использованы при изучении колебаний гибких
звеньев передач [16,19,20]. Остальные решения являются модельными.

Класс обратных решений ограничен, например, не получено решение для равноуско-
ренного движения границы l(\tau ) = 1 + v\tau 2. Получение указанного решения актуально при
описании продольных и поперечных колебаний канатов грузоподъемных установок на ста-
дии разгона [1].
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4. Решение прямой задачи

Решение прямой задачи, как правило, сталкивается с большими трудностями, т.к. из-
вестные методы решения функциональных уравнений хотя и позволяют иногда находить \varphi 
и \psi по известным \ell i(\tau ), но в ограниченном интервале значений аргумента и в виде, мало
пригодном для аналитического исследования.

В связи с этим рассмотрим приближенное решение функционального уравнения

\varphi 
\bigl( 
\tau + l(\tau )

\bigr) 
 - \varphi 

\bigl( 
\tau  - l(\tau )

\bigr) 
= 1. (11)

Для приближенного решения уравнения (11) предлагается использовать асимптотиче-
ский метод [17].

При неподвижных границах \ell (\tau ) = \ell решением (11) является линейная функция

\varphi s(z) =
1

2\ell 
z + const.

В случае медленного движения границы \ell (\tau ) «фаза» волны \varphi (z) за время ее пробега че-
рез систему изменяется незначительно относительно \varphi s(z). Предполагается, что \varphi (z) имеет
производные любого порядка, и записывая \varphi 

\bigl( 
\tau +\ell (\tau )

\bigr) 
в виде степенных рядов по \ell (\tau ), после

их подстановки в (1) получим дифференциальное уравнение для медленно изменяющейся
«фазы» \varphi (\tau )

\infty \sum 
k=0

lk+1

(k + 1)!
\cdot d

k+1\varphi 

d\tau k+1
= 1. (12)

Так как \varphi (\tau ) мало отклоняется от линейного закона \varphi s (z = \tau ) за время пробега волны,
то каждый следующий член в левой части уравнения (12) много меньше предыдущего и
его решение нужно искать в виде ряда

\varphi (\tau ) =

\infty \sum 
n=0

\varphi n(\tau ). (13)

Подставляя (13) в (12) и приравнивая члены одинакового порядка малости по отдель-
ности к нулю, получим для нулевого приближения

\varphi 0(\tau ) =
1

2

\tau \int 
0

\partial t

\ell (t)
.

В случае линейного закона движения границы \ell (t) = 1 + v\tau фаза динамических соб-
ственных колебаний равна

\varphi (z) =
ln
\bigl[ 
(vz + 1)/(1 + v)

\bigr] 
2v

. (14)

Значения (14) сравнивались со значениями, полученными с помощью точного решения
(таблица 1):

\varphi (z) =
Ln

\bigl[ 
(vz + 1)/(1 - v)

\bigr] 
Ln

\bigl[ 
(1 + v)/(1 - v)

\bigr]  - 1. (15)

Значения максимальных абсолютных погрешностей \Delta асимптотического метода в за-
висимости от скорости движения границы v приведены в таблице 2.

В интервале v \in [0, 1; 0, 6] погрешности приближенного метода малы. Увеличение по-
грешности при приближении v к единице объясняется тем, что функция (15) при v \rightarrow 1
становится бесконечно большой.

Незначительные погрешности позволяют применять описанный метод для решения
функционального уравнения (11) в случаях, когда его точное решение не известно.
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Таблица 2. Погрешность асимптотического метода в зависимости от скорости движения границы.

v 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9

\Delta 0,002 0,006 0,013 0,023 0,036 0,053 0,073 0,100 0,139

5. Заключение

С помощью аналитического метода замены переменных, исходная краевая задача све-
дена к системе функционально – разностных уравнений. Решение исходной задачи зависит
от того, возможно ли решить данную систему (7). Весницкий А. И. предложил решать её
обратным методом, т.е. задавать функции \varphi и \psi и из получившейся системы уравнений
находить законы движения границ. В работе приведены пять новых обратных решений
системы.

Рассмотрен приближенный асимптотический метод решения функциональных уравне-
ний системы (7). В условиях медленного движения границ незначительные погрешности
позволяют применять указанный метод в случаях, когда точное решение системы функци-
ональных уравнений не известно.

Приведенные решения могут быть использованы при изучении колебаний канатов гру-
зоподъемных установок при равномерном подъеме (спуске), гибких звеньев передач (на-
пример, ременная передача) и т.д.
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About one method for replacing variables for a wavean
equation describing vibrations of systems with moving

boundaries

V.N. Anisimov, V. L. Litvinov

Syzran’ Branch of Samara State Technical University

Abstract: An analytical method for solving the wave equation describing the oscillations
of systems with moving boundaries is considered. By replacing variables that set
boundaries and leave the equation invariant, the original boundary value problem
is reduced to a system of functional – difference equations that can be solved using
forward and reverse methods. The inverse method is described, which allows us to
apply sufficiently diverse laws of boundary motion to the laws obtained from the
solution of the inverse problem. New partial solutions for a fairly wide range of
boundary motion laws are obtained. A direct asymptotic method for approximating
the solution of a functional equation is considered. The errors of the approximate
method are estimated depending on the speed of the border movement.

Keywords: wave equation, boundary value problems, oscillations of systems with
moving boundaries, substitution of variables, laws of boundary motion, functional
equations.
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