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При восстановлении параметров математических моделей стандартными методами па-
раметрической идентификации часто возникают случаи, когда найденные значения не удо-
влетворяют некоторым условиям, вытекающим из физического смысла параметров [1].
Такая ситуация может возникнуть в силу отсутствия достаточного количества экспери-
ментальных данных или наличия в экспериментальных данных некоторых погрешностей.
Оценка этих погрешностей представляет интерес для исследователя. Также важно анализи-
ровать информационную ценность измерений и выявлять наиболее недостоверные экспери-
ментальные данные, которые следует уточнить при наличии соответствующих возможно-
стей или исключить из рассмотрения при построении функциональных зависимостей. Це-
лью работы является разработка и реализация алгоритма получения приближенных значе-
ний параметров линейных зависимостей по экспериментальным данным на примере задачи
определения содержания фуллерена и его замещенных производных в смеси фуллеренсо-
держащих продуктов.

Для количественного анализа содержания фуллерена в смесях, как правило, применя-
ется метод УФ спектрометрии [2]. Для расчета концентраций фуллерена и продуктов его
замещения можно применять закон Бугера-Ламберта-Бера (1) и принцип аддитивности,
что позволяет получить уравнение Фирордта (2).

lg
\Bigl( I

I0

\Bigr) 
= A = \varepsilon \lambda lc, (1)

где I0 – интенсивность падающего потока, l– интенсивность падающего потока, \varepsilon \lambda –
измеряемое значение оптической плотности раствора при длине волны \lambda , A – молярные
экстинкции ядер вещества при длине волны \lambda , c – мольные концентрации соответствующих
ядер C60.

A\lambda =

m\sum 
i=1

A\lambda 
i = l

m\sum 
i=1

\varepsilon \lambda i ci, (2)

Для m-компонентной смеси определим m аналитических длин волн. И для каждой
длины волны выпишем уравнение Фирордта. Получим систему уравнений Фирордта (3).

A\lambda 1 = \varepsilon \lambda 1
1 c1l + ...+ \varepsilon \lambda 1

m cml

......................................... (3)

A\lambda m = \varepsilon \lambda m
1 c1l + ...+ \varepsilon \lambda m

m cml

Введем обозначение (4):
aij = \varepsilon \lambda i

j l, i, j = i,m (4)
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Имеем систему линейных уравнений AX = B. A и B определены экспериментальным
путем. A = (aij) и B = (bi), i = 1, ...,m, j = 1, ..., n. Неизвестными модели являются концен-
трации X.

Предположим, что нахождение X стандартными методами дает результаты, не удовле-
творяющие некоторым ограничениям модели из-за наличия неточностей в эксперименталь-
ных данных. В этом случае для определения приближенного решения предлагается метод,
который заключается в сведении исходной системы линейных уравнений к задаче линейно-
го программирования [3]. При этом предполагается, что на параметры модели X наложены
условия неотрицательности. Будем считать, что параметры модели удовлетворяют неко-
торой заданной системе ограничений CX >= D, наличие которой, например, обусловлено
необходимостью соблюдения материального баланса. Определение параметров модели X,
удовлетворяющих всем ограничениям модели, будем осуществлять на основе задачи ли-
нейного программирования (5), в которой целевая функция задает предельно допустимую
погрешность аппроксимации измерений \xi :

\xi \rightarrow min

| AX  - B| \leq \xi (5)

CX \geq D
X \geq 0

где C = (clj) – матрица, состоящая из коэффициентов при параметрах модели в системе
ограничений (l = 1, ..., k, j = 1, ..., n), D = (di) – вектор-столбец, элементы которого – концы
промежутков значений параметров модели (l = 1, ..., k), X = (x1, x2, ..., xn)

\mathrm{T} – параметры
модели, \xi – предельно допустимая погрешность описания измерений.

Предположим, что в каждом элементе матрицы A и столбца B присутствуют погреш-
ности. Получить истинные значения A\prime и B\prime можно умножением каждого элемента A и B
на неизвестные коэффициенты.

A\prime =

\left(       
\gamma 11a11 ... \gamma 1ma1m

... ... ...

\gamma m1am1 ... \gamma mmamm

\right)       ,

B\prime =

\left(       
\delta 1b1

...

\delta mbm

\right)       .

В случае наличия погрешности одновременно в A и B задача (5) становится нелиней-
ной. Если известен вектор X, расчет погрешностей \gamma и \delta можно осуществлять на основе
следующего алгоритма.

Алгоритм определения содержания фуллерена и его производных в смесях содержит
следующие шаги.

1. Рассчитываются предельно допустимая погрешность аппроксимации \xi и поправочные
коэффициенты \gamma и \delta .

\xi \rightarrow min
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| A\prime x - B\prime | \leq \tau 

| \delta i  - 1| \leq \xi , i = 1,m (6)

| \gamma ij  - 1| \leq \xi , i, j = 1,m
\delta i \geq 0, \gamma ij \geq 0, \xi \geq 0, i, j = 1,m

В задаче (6) \tau – заданный порог точности в уравнениях Фирордта. Оптимальное зна-
чение целевой функции обозначим \xi \ast .

2. При фиксированной предельно допустимой погрешности аппроксимации рассчиты-
ваются минимальные и максимальные значения каждого поправочного коэффициента.

\gamma ij \rightarrow min(\gamma ij \rightarrow max, \delta i \rightarrow min, \delta i \rightarrow max), i, j = 1,m
| A\prime x - B\prime | \leq \tau 

| \delta i  - 1| \leq \xi \ast , i = 1,m
| \gamma ij  - 1| \leq \xi \ast , i, j = 1,m
\delta i \geq 0, \gamma ij \geq 0, i, j = 1,m

Таким образом, для каждого коэффициента получим интервалы значений [yminij ; ymaxij ],
i = 1,m, j = 1, n.

(На последующих этапах осуществляется уточнение интервалов значений искомых па-
раметров.)

3. Посчитаем длину интервалов для каждого параметра.

\Delta ij = ymaxij  - yminij , i = 1,m, j = 1, n.

4. Если \Delta ij < 0.1, будем считать, что параметр \gamma ij не сильно изменяется и может быть
зафиксирован.

Далее выполняются следующие итерации сначала из минимальной, затем из макси-
мальной точки.

1 итерация

5. Зафиксируем все \gamma ij , у которых \Delta ij < 0.1, равными yminij(ymaxij), i = 1,m, j = 1, n.
Остальные параметры \gamma ij отсортируем по возрастанию \Delta ij . Разделим их на 2-4 группы по
2-4 параметра в каждом (внутри одной группы должны быть \gamma ij с близкими значениями
\Delta ij).

6. Зафиксируем все значения \gamma ij равными yminij(ymaxij), кроме параметров первой
группы. Будем решать задачи линейного программирования, подставляя разные значения
параметров для первой группы. Рассмотрим наборы значений параметров первой группы,
для которых получилось наименьшее значение \xi . Получим новый диапазон [y\ast minij ; y

\ast maxij ]
для параметров первой группы.

Возможные варианты:
1) [y\ast minij ; y

\ast maxij ] \subset [yminij ; ymaxij ];
2) y\ast minij = y\ast maxij (нашлось точечное значение);
3) [y\ast minij ; y

\ast maxij ] = [yminij ; ymaxij ].
Повторим эту процедуру для каждой группы (все значения \gamma ij фиксируются равными

yminij(ymaxij), параметры группы варьируются в диапазоне [yminij ; ymaxij ].
В результате получим новые диапазоны [y\ast minij ; y

\ast maxij ] для всех параметров всех
групп, i = 1,m, j = 1, n.

2 итерация
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5* шаг. Повторяем 5 шаг. Кроме параметров, зафиксированных на 5 шаге, зафиксируем
параметры, у которых y\ast minij = y\ast maxij (если такие есть).

6* шаг. Повторяем 6 шаг, заменяя на [yminij ; ymaxij ] на [y\ast minij ; y
\ast maxij ],

[y\ast minij ; y
\ast maxij ] на [y\ast \ast minij ; y

\ast \ast maxij ].
Повторяем шаги 5-6, пока все интервалы по всем параметрам всех групп не совпадут с

интервалами предыдущей итерации:

[y\ast \ast ...\ast minij ; y
\ast \ast ...\ast maxij ] = [y\ast ...\ast minij ; y

\ast ...\ast maxij ], i = 1,m, j = 1, n
(слева количество звездочек равно номеру итерации, справа количество звездочек равно

номеру предыдущей итерации).

Из всех, полученных наборов интервалов [y\ast minij ; y
\ast maxij ], [y\ast \ast minij ; y

\ast \ast maxij ], . . . ,
[y\ast \ast ...\ast minij ; y

\ast \ast ...\ast maxij ] (количество звездочек равно номеру итерации), i = 1,m, j = 1, n,
выбираем набор интервалов, при котором получается наименьшее значение \xi .

Проведена численная реализация разработанного алгоритма. Получены количествен-
ные оценки погрешностей экспериментально определенных коэффициентов экстинкции и
оптической плотности раствора, содержащих в себе неточности измерений. Рассчитаны кон-
центрации компонентов в фуллеренсодержащих смесях с учетом найденных погрешностей.
Анализ полученных результатов показал, что применение предлагаемого алгоритма позво-
ляет скорректировать значения погрешностей в экспериментальных данных.
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