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Соленоиды изучаются в таких разделах математики, как топология, теория групп и
теория динамических систем. Как инвариантное множество динамической системы, со-
леноид впервые появился в книге "Качественная теория дифференциальных уравнений"
В.В. Немыцкого и В.В. Степанова [1]. В этой книге соленоид рассматривался как объект
теории динамических систем и был использован для построения потока с минимальным
локально-несвязным множеством, который состоит из почти периодических траекторий.

Соленоид впервые был введен Виеторисом в 1927 году, как пример однородного мно-
жества. Однородность означает, что локальная структура соленоида одинакова во всех его
точках. С топологической точки зрения, соленоид – это множество, представимое в виде пе-
ресечения последовательности полноторий \scrB 1 \supset \scrB 2 \supset . . . \supset \scrB i \supset . . ., таких, что для любого
i \geq 1 ось полнотория \scrB i+1 обходит ni \geq 2 раз ось полнотория \scrB i, не образуя крюков.

В гиперболическую теорию динамических систем соленоиды ввел С. Смейл, который
построил несколько примеров структурно устойчивых и \Omega -устойчивых диффеоморфизмов
с притягивающими инвариантными множествами. Классическую конструкцию Смейла [2]
можно представить сначала как растяжение полнотория вдоль его оси, а затем сжатие
в направлении, перпендикулярном оси. Затем промежуточный полноторий вкладывается
в исходный так, чтобы его ось прокручивалась не менее двух раз вдоль оси исходного
полнотория с сохранением дисковой структуры.

Напомним ряд определений перед тем, как перейти к формулировке основного результа-
та. Пусть f : M \rightarrow M – диффеоморфизм замкнутого многообразия M , наделенного некото-
рой римановой метрикой \rho . Инвариантное множество \Lambda \subset M называется гиперболическим,
если существует непрерывное df -инвариантное разложение касательного расслоения T\Lambda M
в сумму Es

\Lambda \oplus Eu
\Lambda устойчивого и неустойчивого подрасслоений таких, что:

\| dfn(v)\| \leq C\lambda n\| v\| , \| df - n(w)\| \leq C\lambda n\| w\| , \forall v \in Es
\Lambda ,\forall w \in Eu

\Lambda ,\forall n \in \BbbN ,

для некоторых фиксированных чисел C > 0 и 0 < \lambda < 1. Для x \in \Lambda множества

W s(x) = \{ y \in M : lim
j\rightarrow \infty 

\rho (f j(x), f j(y)) \rightarrow 0\} ,W u(x) = \{ y \in M : lim
j\rightarrow \infty 

\rho (f - j(x), f - j(y)) \rightarrow 0\} 

являются гладкими инъективно вложенными подмногообразиями, при этом Es
x и Eu

x явля-
ются касательными пространствами к W s

x и W u
x соответственно. Множество W s(x) (W u(x))

называется устойчивым (неустойчивым) многообразием точки x.
Неблуждающее множество NW (f) определяется как множество неблуждающих точек

и является f -инвариантным и замкнутым. Точка x \in M является неблуждающей, если для
любой ее окрестности U пересечение fn(U) \cap U \not = \emptyset для бесконечного множества целых n.

Диффеоморфизм f называется A-диффеоморфизмом, если его неблуждающее множе-
ство NW (f) является гиперболическим и периодические точки плотны в NW (f) [2]. Со-
гласно теореме Смейла [2] о спектральном разложении, множество NW (f) любого А - диф-
феоморфизма f представляется в виде конечного объединения непересекающихся базисных
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множеств \Omega 1, . . ., \Omega k таких, что каждое \Omega i является замкнутым, f -инвариантным и содер-
жит всюду плотную в \Omega i орбиту. Базисное множество называется нетривиальным, если оно
отлично от изолированной периодической орбиты. Множество \Omega i называется аттракто-
ром, если существует окрестность U этого множества такая, что \cap j\geq 0f

j(U) = \Omega i. Репеллер
определяется как аттрактор для f - 1. Аттрактор \Omega называется растягивающимся, если то-
пологическая размерность \Omega совпадает с размерностью неустойчивого многообразия любой
его точки.

Из статьи [3] следует, что диффеоморфизм Смейла полнотория в себя может быть про-
должен до некоторого диффеоморфизма, удовлетворяющего аксиоме А Смейла, замкнутого
3-многообразия с двумя базисными множествами, являющимися соленоидами, но при этом,
одно базисное множество является аттрактором, а второе - репеллером.

Главным результатом данной работы является построение примера диффеоморфизма,
который имеет одномерное соленоидальное базисное множество с неустойчивым и устойчи-
вым инвариантными многообразиями произвольной ненулевой (наперед заданной) размер-
ности. В этом случае базисное множество будет иметь седловой тип (не будет являться ни
аттрактором, ни репеллером). Построенный диффеоморфизм с положительной топологиче-
ской энтропией и в некоторой окрестности базисного множества диффеоморфизм является
консервативным. Хотелось бы отметить, что сформулированная ниже теорема является
обобщением основных результатов работ [4], [5].

Теорема. Для любых натуральных чисел n \geq 3 и 1 \leq k \leq n  - 1 существует А-
диффеоморфизм F : Mn \rightarrow Mn некоторого замкнутого многообразия Mn такого, что
неблуждающее множество NW (F ) диффеоморфизма F содержит одномерное базисное мно-
жество \Lambda , являющееся топологическим соленоидом, с размерностями устойчивых и неустой-
чивых инвариантных многообразий dimW s(x) = k, dimW u(x) = n  - k + 1 соответственно
для всех точек x \in \Lambda . Более того, F имеет положительную топологическую энтропию, и в
некоторой окрестности множества \Lambda якобиан диффеоморфизма F равен единице.
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