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Развитие новых нанотехнологий требует разработки методов математического модели-
рования пространственных течений разреженного газа [1]. В представленной работе рас-
сматриваются установившееся течение газа в канале, образованном между двумя парал-
лельными бесконечными пластинами, расположенными в плоскостях y\prime = \pm b\prime /2 декартовой
системы координат, где b\prime – расстояние между ними. Движение газа обусловлено действием
постоянного малого по абсолютной величине градиента давления, параллельного стенкам
канала. Направление Oz\prime совпадает градиентом давления. Изменение состояния газа бу-
дем описывать уравнением Вильямса, которое для станционарного режима течения газа в
выбранной системе координат имеет вид [2]:
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где \omega = | \bfv  - \bfu (\bfr \prime )| , \bfv – скорость молекул газа, \bfu (\bfr \prime ) – массовая скорость газа, \bfr \prime – размер-
ный радиус-вектор, lg – средняя длина свободного пробега молекул газа, \gamma = 5

\surd 
\pi /4, T0

– температура газа в некоторой точке, принятой в качестве начала координат, m – масса
молекул газа, kB – постоянная Больцмана. Параметры n\ast , T \ast и \bfu \ast в функции (2) выбираем
из условия, что модельный интеграл столкновений удовлетворял законам сохранения числа
частиц, импульса и энергии [3].

В качестве граничного условия на стенках канала используем модель зеркально-диффузного
отражения Максвелла [4]:
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где \alpha – коэффициент аккомодации тангенциального импульса молекул газа, f - (\bfr \prime \bfGamma ,\bfv ) –
функция распределения падающих молекул газа на обтекаемую поверхность \Gamma , \bfn – вектор
нормали к поверхности \Gamma , направленный в сторону газа, \bfr \prime и \bfv – радиус-вектор и скорость
молекул газа, m – масса молекул газа, kB – постоянная Больцмана, T\Gamma = T (\bfr \prime \Gamma ), n\Gamma = n(\bfr \prime \Gamma )
– температура и концентрация газа на обтекаемой поверхности.

Линеаризуем локально-равновесную функцию распределения (3) с параметрами, задан-
ными на стенках канала, относительно абсолютного максвеллиана. Здесь \beta = m/(2kBT0),
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\bfC = \beta 1/2\bfv – безразмерная скорость молекул газа. В качестве размерного масштаба длины
выбираем при этом b\prime . Предполагаем, что температура, которая поддерживается в кана-
ле, является постоянной. Учитывая при этом, что | Gp| \ll 1 (Gp – безразмерный градиент
давления) и p(z) = n(z)kBT , приходим к следующим выражениям

fM (z,\bfC ) = f0(C) (1 +Gpz) , (4)

f(\bfr ,\bfC ) = f0(C) (1 +Gpz + h(y,\bfC )) . (5)

Представляя функцию h(y,\bfC ) в виде:

h(y,\bfC ) = \gamma KnGpCzZ0(y, Cy), (6)

раскладываем Z0(y, Cy) по ортогональным функциям e1 = 1, e2 = 1/C - 3
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где \mu = sin\varphi sin \theta , а углы \varphi и \theta отсчитываются от положительных направлений осей Cx и
Cz в пространстве скоростей, соответственно.

Подставляя (6) в (1), в силу ортогональности функций e1, e2 приходим к системе двух
незацепленных уравнений
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с граничными условиями

Zi(\pm 1/2, \mu ) = (1 - \alpha )Zi(\pm 1/2, - \mu ), \pm \mu < 0, i = 1, 2. (9)

Исходя из статистического смысла функции распределения, отличная от нуля компо-
нента вектора потока тепла определяется выражением [4]:
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где безразмерная компонента вектора потока тепла:
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Приведенный поток тепла JQ в пространстве между двумя параллельными плоскостями
определяем, следуя [6] как

JQ =
4

\pi 

1/2\int 
0

qz(y)dy. (11)

Из (10) следует, что функция Z1(y, \mu ) не вносит вклада в вектор потока тепла. Сле-
довательно, решение задачи сводится к отысканию функции Z2(y, \mu ) из уравнения (8) с
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граничным условием (9). Далее для функции Z2(y, \mu ) нижний индекс будем опускать, т.е
Z(y, \mu ) \equiv Z2(y, \mu ).

Для решения краевой задачи (8), (9) представим уравнение (8) в виде

\partial Z

\partial \bfr \bot 
\bfC \bot \gamma Kn sin \theta + C\bot Z(y, \mu ) + C\bot = 0, (12)

\bfC = (C\bot cos\varphi ,C\bot sin\varphi ,Cz) , \bfC \bot = (C\bot cos\varphi ,C\bot sin\varphi ) , C\bot = C sin \theta .

Здесь \bfC \bot – вектор проекции \bfC на плоскость, перпендикулярную оси z. Применим под-
ход, использованный в [5]. В результате имеем

Z(y, \mu ) =

\alpha exp

\biggl( 
 - 2y + 1

2\gamma Kn\mu 

\biggr) 
1 - (1 - \alpha ) exp

\biggl( 
 - 1

\gamma Kn\mu 

\biggr)  - 1, 0 \leq \varphi < \pi ; (13)

Z(y, \mu ) =

\alpha exp

\biggl( 
 - 2y  - 1

2\gamma Kn\mu 

\biggr) 
1 - (1 - \alpha ) exp

\biggl( 
1

\gamma Kn\mu 

\biggr)  - 1, \pi \leq \varphi < 2\pi . (14)

Подставляя выражения (13) и (14) в (10) с учетом того, что Z2(y, \mu ) \equiv Z(y, \mu ), получим
формулу для безразмерной z-компоненты вектора потока тепла qz(y):
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Таким образом, в представленной работе с использованием зеркально-диффузных гра-
ничных условий Максвелла построено аналитическое решение задачи о течении Пуазейля в
канале, образованном двумя параллельными плоскостями. Получены выражения для ком-
поненты вектора потока тепла и самого приведенного потока.
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